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Av&nt-propos 


L « Nnuveauji Prerii Br^al tun; lciu^uv pour apporttr aux Mudiants des classes prSparafoires 
une aide efficace 4anrs Leur travail, 

Its pnt pour abjectif tit degagsr, 3 travers des inonds variii et dissicpies, les mllhodes qua 

p^rmcttent La construction pmgriisive et raiidnr£e de la solution d'uil fclflrdee Du dun 
problems. C'est ppurquoa il est souhaitable de les utlLiset lout au bug de fan nee. p&rallelement a 
('acquisition des connass^nces, 

Les exertf ce$ proposes, «nt #tl stlfrctfonriM pour leur Feprisentativit* : iis penmettenl de presenter 
I'ersertibU des motflodes it des raison nenneti is qui. une Ms assimil6s r doivent permettre de 
rfeeudre, sans trap de difficulties, des exercises analogues, 

Ce volume "rai+fl I'ensemble du pingramme de physique de premiere airtffi4e MPS1. 

Ctra«|ue chapitre propose one s4He if e*e reices strpetur&s dent la soliitfari est fcres detaillee, 
suMs de quelques exercices corrigfis lie rMnvestissement, 

cinque exerdca de la pramiire catig^rie est ea rasterise pat : 

■ un irortee oonstitib de questions progressives ; 

■ * Ce quit taut savoir • : La List* lies consMssa n*es - en p-ftysique (* Points de tours a) et 
parfofc en mathematiques (« Guiis mathimatiques *) - nicessaires pour traitor L cxerdti: ; 

a* Ce quli faut comp rend re * : Analyse qui propose briewement les, chemimj, i suivre pour 
repMdre efficacement aux questions poms, Cest un moment essential dans la ledwrciie tit 
La solution - 7 hre'.'F, I'anaLysfl 4pi| precMer la niss en pegvre des calcuU. II nOus pardi t 

trM important que la rediwche de La solution passe systfcmatiquement par cette etape. IL nfy 
a rwn de plus stferile que de se lancer dsns les calrols sans savoir de fapon precise dans quel 
but ils sent entrepris.,. 

> la soltrtion propremept dite dans laquelk soot swvent rgppidis et dtvetopfef iquelqwes 
k Faints to urs » dont ui$ L^nne comprihtftsiori «t indispensable, Des « Points methodes * 
(sur ■und grise) perniittent d r a?fiMf la reflexion : il s'agit soil de mises en garde atin defter 
une emtir fr£quente de Taisonmemeni spit It plus souvent duplications suppUmentsires 
jitstiilant Le d»[x d'j n thco'o int ou la pertinenct if un i aisonncment. Des «■ tomme ntaires » 
coraluisenit a une discussion des resultats obteniis et i une verification de leur coherence 
(wchenche tit cas on de valours limltos, apprudhca <fiffi6ren|«. pouvant doniter un autf# 
icLairage^O- Ces com meny ires jouent un rd.o comparable a L'analyse, man cette Ms apres 
Ie tfeveloppement des calculs : test une forme tit control* des resultsts oltenus. 

Analyse et discussion,, qui sont fioalement Les deux points les pU» importants pour le physiden, 
sent aussi sans dcute les stapes Les plus drffidles i mettre en muvre, mais Lent bonne prise en 
ccrnpte fod-iitera consMerabLemtnt la corBtiructwri tfune solution structurle (et exacts,.,) de 
ctraupe exercke, 

Nous Bplrons que cet isuvrap aldera M litudiants dan-s cette vole, dam, la perspective d'une 
rtussite aux concoun. Nous accueilUeron* avac recon nafosance les rennarquaa et Its critiques tfes 
lecteu rs, qui peuvertt mus Mae adress^es par ce-urrier electroniqne I 1‘aMesse suivante r 
1nfQ5@edttion$-breaUr r 
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Memento 


Expression approchee d'une grandeur physique 

On supposes dans ce memento que toutes let functions que Tort manipule sont fwn- 
netes et frequentabies par un phy&kien, c’e&l-A-dire continues et d^rivtibb autant qut 
les netcssitcs de calcul 1’raijieior:, 


P^rivees 


' Deriv&e premiere 

/'<*) = lim &±*UUW 

1*1 — ♦> • » rfl 


■ D£t Ivte seconde 

/-(,) = iim n***)-rw 

h -t a f i 


Lc physicien prefere les. notations. ^ ^ pour lei dMvfe respeciivement premiere 
et seconde par rapport a x de y. 

II utilise parfois la notation y pour ^ et y pour dtoies respectivemeat pit- 
niiere fit SCCOnde par rapport i f de y( t j r 


* Dirivees d'une fonction compost 

La derive*: par rapport a t de la fonction y[r(r )] se met soils la forme : 

dy dydx 
i$i d.c dr 


■ Derivee d’une function reciproque 

Soil x{ y ) La function reciproque de y{x) r on a 


Jy ^ 1 
Jjr ' dx 

Ay 


Different idle 


Sois / unc function dccrivant b variations d'une grandeur physique dependant dex 
Corsidcrons une variation dx de x. On note df 1 application dafferentielle de / ati 

poi m x, on * difftfrentielle de / *„ depression d/ =■ fix) dx 

La diftercfltfcik cst one expression liniaire dc I'accroissemcnl dx de la variable ; g£o» 
metriquement, die donne liquation de la tangentc I la courbe y = fix) au point de 
coordonnees i* 0 </(x D )>: d / = y, -f{x 0 ) = /'(*„)(*-*»)- 


Developpemerit de Taylor 

flH + h ) - /f^o) + jt /'LV,)+ + “ * + ^ + h M t{h) 

avec Iijd t(L) = o, 5* Ton considtre L'aeaoissernerrt &f = fU G + de h 

k -¥ It 

fonction / depuis le point d’absds&e j%, oluki «t dtuu^ en prttnbt appnpodmatiofi 
(c’esl-i-dlit pour h petit) par ta vulcur prise par la different idle. 
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Approximation des grandeurs physiques 
Le devdoppemcnt de lay tor va nous cl re trfis utile cn physique, 

Eri eiTeU la physician flab ore des * modules »„ corrcspondant I un ccmporlemcnl 
* ideal * pour lequel d existe des lois simples, 

L'examen des hearts & ces lots, lorsqu'ils sont mesurables,. permet d'aocdrr a la eon- 
naissance dti ph£»K»mfcne complexe. 

Fjri-mpki 

fil<ctroniqne : AO kfel = lim AO r£el lorsque p -+ « 
avec |i coefficient d amplification de TAO. 

Therittodynamique : gazjparfait = lim gaz r^e! bisque P — * 0. 

Mecanique newton ienne dune parti-cole de vitesse v: domains de validity lorsque 
v « c (Vitesse de la lumicnc dans le vide). 

Optique : propagation rcctiligne de la lumitrc dans un milieu homogfciie ; domain? de 
validity a « R (?. = longueur dbrwk, R rayon du diaphragms) , C’est I'appnHd ma- 
tron del'optique ^om^riqne qtii permet de ikjpigcr le pWnarafcnt de diffraction par 
le diaphragme. 

Dans certains cas (’utilisation du d&rloppemcM dc Taylor- Young permet de modftli- 
ser le phlnomtae au voi&inage de % 

- Approximation au premier ordre 

ELIe est ohtenue en ntfgligeant les termes au-dclii du 1" ondne- 
On approximera f{x) par /(*„) * (sr-*,,)/'^) soil ax+b. 

C’est I’approximation ltneaire du physicicn : la courbc efl rcmpladic par at tangenle, 

* Approximation au second ordre 

On approximate fix) par /(x l? ) + {x - x D }f (xy h ) + \ix - x D ) J /"(^J 

soil ax 7 + fix + y. Dans ce cas, la courbc est approximee par one parabola 
So went, nous nous ra mencrons au devcloppenietit de Taylor-Young au voismage de 0 

avee lim E(x) = 0, 

* -> » 

Les developpcmcnts suivanis doivent £tre con mis (on $e limit? en general au second 
ordre) i s’il fa us pours uivre, on reprend la formula gene rale, 

( I + jsfp = I + due + 1 ““ aveea positifou ntgatif, entier ou fractionnairt, 

iinx ■* tan * = x... (les termes suivants dans les deux cas sont du 3-* ordre), 

jjJ jJ ^2 

coijc^ 1 - -**• ln( I + x) *=jc- — — c* = 1 + x+ — 

Le physician cbolsit dapproximer le rfoultat a. un ordre donne el ne tient alors plus 
eompte des termes suivants, 

Example : champ de pesanteur jjt z) au voisinage du sol tcmesire. 


m - Ao)+^(o)+^r(°)+“-+^/ ,nl (o)+^w 
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Expression gtacrak de g{z) = , | 

in approchde in pre 

-nr^R)- 


Cherchoius une expression approchde au premier otdre pour z « R de : 

f V 


giz) = fo ' 


z 

+ ft 


Ainsi au sommet du Mont -Blanc (4 S07 m)»en prenant g = on a une incertitude 
relative de l oidrc dc 13 ■ 10” \ 

Rassurons immediatement ceux qui sont gftnfes de ne pas avoir pri$ le lerme d'orefre 2, 
Un calculi rapidc leur pcrnwltra. de trouver : 

{ Iz 3z-"'. 

g( z )™ Jtfl | + re qui ajoutera une incertitude relative de 1,7 - 10~*. 

On remarquera que le terme d "ordre 2 est trfes Inffritur an term* d'ordre i. 

Ce resuliat est ires general ; dans le dtveloppement de Tay tor- Young* le terme d'ordre 
n est inftrteur au terme d’ordre ( n — 1 ) p ce qui jwstifk m physique de prendre un 
nontbre tres limite de termes (souvent en foncticm de La precision en 

nWbliant pas que le physicien n"a attain besom d’une precision de deal qui strait 
Siiperieure d celte de ses mesurti !/ 


Resolution de quelques equations different! elles 

Preliminairq ■ primitive tfune fonetion 
Sod F une primitive de/ 

Elk esi deftnie par 


P‘ix) ^ fix} 



V(x)-na)^ , 

■ 

f /(u)du 


Le physic icn qui ne veut pas s'embarrasser de precautions d"ecriture ecrira le plus 
souvent : 


FW-F(a}= 


filiation differentielle du premier ordre i variables separables 

Ce sont des equations du premier ordre pour lesquelle* on petit : 

- rfetHidre en jc’fr) 


*•«) = * /,(*, o 


el Sparer les, variable* 


= *K'> 


par integration par rapport 1 f {on recherche tine primitive H deAttC de g) 
HU) = G( t) +■ cste. 


, 2 ) 
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Soil Xg la valcur dc* correspondent a f — i e 


H(jO-H{x o ) = G<r)-G<r 0 ) 


Exempk i soit line particule tie masse m .sou misc a son poids P = mgu t et 1 la resume 

de Pair mod£li$£c par la force / = -JLv 2 iq. On obtient nta - m-jj - mg-Xv 1 par 

projection de k relation fondamentate de la dynamique sur 1’aMe t r s. On peut s^parer ks 
deux variables vet fen nwtiant I'^uaiion sous la forme : 


f d v 


mg - Xv 2 


- df 


Lc premier tnembre n'est fond ton que de n le second que de 1. 1! suffira aiors de trou* 

ver la prim it w dethaque mentbre, suit pour It premier membre I" 1 - etpoui* 

J wag- 

le second I d i a wee v n la vitesse a Pinstant i,,. 

tuition lineaire du premier ordre a coefficients constants 

La forme general? est 


ay'it) + by{l) = fi(r) 


<E} 


On appelle iqu&tion hamegtne P Equation sans ie second membre : 

ay'(t)+by{t) = 0 

l 'equation hcmogtne est I variables Sparables car on peut ferine : 

= -- =. - fit d’Oij y.(t) = Ae~°K 

yU) a 

La solution gCnerale de liquation complete est la sammr de ta solution generate de 
[’equation homo gene et d'une solution partied sere de liquation complete. 

11 ne resle plus qu’i trouver une solution particulierc de (EJ (peu import? iaqudle. la 
plus simple teru Paffaire [). 

- Si la fonction ft est une constant? notec c, uric solution particulifre est y t - y 

- St ft if est pas une constant?, « on se dfbrouille * comme on peut pour t nouver une 
solution part Led Lire. Cest assez simple pour les fonctions polyndmes en f* et pour b 
fonedons sin uscu dales oil Pon peut proceder par identification. 

Soit y 1 cette solution particular?. 

On arrive aiors I : 


y(/)=y,10 + Ae-«f 


oil A est une constant? a determiner i psrtir des conditions in if laics, 


Dans tous les cas. pour one equation du premier ordre.se rappeler qu'il y aura une 

constantt I determiner. 


£q,uation diflterentidle du second ordre lincaire, a coefficients constants 


(**'(1) 4 ■!■«(*) -/(/) 


De b rate manierc que pour les equations du premier ordre - 

la solution general? de liquation complete est la semme de la solution gftnfrak de 

t'dq nation homugeue ei dW solution partkuliere de liquation complete, 
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S3 / est une constante d t la solution particuli^n esi ividente, c'est x * Sinon, en 

gtol, dcs considerations d’ordre physique donnent une solution partkuMre (la 
piupari dii temps, elk represente le regime permanent qui s’etablir pour i suftham- 
ment grand). 

* Resolution de I’equation ho mo gene 
Soi \ ax"i t) + bx\ i ) + cx{ t) = 0 (l) 

On cherche alors des solutions de la forme *(f) * Ae«» ofi A, a e C (ou R) car b 
mattkmaticiens montrent quela solution la plus geng rale est unecombinaison lineane 
de deux solutions de ee type, 

Recherche des vateurs de ft : x'{t) = ttAe w et = u ! Ae flr . 

En reportant dans (l), il went : + ki + r) = 0, 

L equation du second degrf done or doit er re sol in ion e$l due « equat ion careot&iittquc *. 
11 y a trois eas possibles ; 


I, Discriminant pqsitif soil ir i — 4 ae > 0 
Elya deux solutions a s et dans R, on a done : 


Ae‘ v * Be 11 


A et B e 


2. Discriminant nul soil (f 2 — due = 0 

Elya une r a cine double a dans R et dans et cas : 


x = (A + Br)e ttl 


A et Be R, 


(CVst un cas limit?, physiq Element sans grande signification. 


3, Discriminant negatif soil b 1 -Aac < 0 
El. y a deux solutions ot, et dj dans C : of ■ 


- h±\j 4 ai - h 2 


2 A 


(On note i k nombre complex? tel que i 2 = -1 . ] On a alors : 


Ae“ |( + lk a -' 


A d Be C- 


Seubdes solutions reelks peuvent avoir une signification physique, a, et (tj tot [ma- 
ginaires conjugudes, on peut poser fit » - X ± i to et dans ces conditions, les solutions 
xi r) replies sont de la forme 


x s e _jL[ (C|Cos£Ot + C 2 sinoir) 
x = De"^cos(tot + $) 
x = D'c" lr sin(tor+ $') 


C h C>, IX V\ 0. 6 R 


i-i 

et * 

to' — - 

u 


2n 


[] ne resle plus qua ajouter une solution partlculifcre de liquation diffeentkEle initial? 
et a determiner les vuleurs des constant es, A l'aide des conditions initiates... 


Dans lous Ees ms pour une equation du second ordre, se rapptkr qu'il y a deux 
cun Stan tes u determiner. 



MPSI 


yriqhl 


aterial 





Elements de calcul vectoriel 

Prod ait scalar re de deux vecteurs 

* Definition - expression 

Soient V, ct V 2 deux vecteurs non nuts de compo sanies respectives (X, , V, , Z { ) 
( Xj , ¥ 2 , Z 2 ) dans tine base firihonofjiJ6t ( Soil ft Tangle oriente des vec- 

tours V, et V 2 . 


V , - V . = V ,V jf osa = X t X 2 + Y,Y 2 + Z,Z 2 


• Preprints 

- Madtr/e du vecteur V 

-* -? > 

V ■ V = V 


d'od 


V = 4 T + Y 2 + 1 1 


- Composante s du vecteur V srsr un axe 

— ’ —»• 

En remarquertt <|ue iQrsqiYon 6crit V, - V 2 = V, V , cos ft „ V 2 cosft represents la pro- 

-4 -+ 

jection dc V 2 iur Sa direction de V, , la projection de V sur un axe Ox (reap Ojv Oz) 


de vecteur unitai re wt (reap, u „ u 2 } s^ait : 


-i _j 

V , = V ■"« 


(resp. V, = V ■ u h et V J = V a,} 
— Orthogoneiiti de deux vecteurs 


O 


v 


V, -L V , « V, ■ V 2 = 0 


- Derivte d'iin produit smkiire 

— 8 * — i 

Si V 5 et V 2 son! Jhnetinmdu temps, atari : 


dV 


dV- 


V t >^ V 1 + V, - 


Consdquertce ; soil jj un vecteur uniiaire 
u ■ u = u 1 = I 

¥ = 2? - 4 - = »■ 

dr df 

j-i ^ 

Le vecteur — est orthogonal au vecteur u . 
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- Propriety ttktriques dans ks triangles 
EJC = M + AC 
IIC- = BA - > AC' + 2 BA ■ AC 
BC J = BA 1 + AC 1 - 2 BA ■ AC cos Q 



Produ.il vectorid de deux vecteurs 

— + — y ^ 

* Definition : soil V, ct V, deux vetteurs non ruik, Soil Cl I 'angle Oci(nh$ de$ veetcurS 

^ *■ V 2 . 

I -+ ■ — i ^ — #■ — ^ 

V = V | a Vj esi un vpgtcur orihogonat au plan defini par V, «t V 2 , orient^ de 

— i — 

idle sorte que (V t , V 2 , V ) ferment un tried re direct, de module V,V 2 |sinOt|. 

* A litres methodes pour difinir le sens : 

- regies ties 3 dotgts de la main droire, 

*=- ti rr-bauehon dc Munvcll. 



PrOpri^tis. 


V, V, = -Vi a V, 


V. coli nfoirc a V, sjV.aV, = 0 


- Soil one base orthonotmde direcle (u , „ u ; , u h ) 

-* -*■ — > -j -* -* -4 — ► 

u 5 a tr 2 = ifti m 2 a«, = if | ; UjAif| = w 2 „ 

-* *->*+*+ 

- Composanies de V dans une base cart&icnne ( uj 

En urili^nt ks proprtcles dnoncto plus haul ; 




(X B1 Y ( , 2,), (XisY^Zh) tftant k$ uoitipountes respective* de V, et V, dans la 
base > ? r , [?_}, 

On peut remarquer que chaque terme correspond respectlvemeru aux determinants 
2x2: 


V, Vi 


Z, Zj 


X, X, 

z, z 2 


X, Xj 


Y i V 2 


“ Moyen mnemoteehnique 

fcerirc ks cotnposantcs colonncs dcs vcctcurs V, et V 2 : 

^T" On obticnt 1c l er determinant (composante stir u^) en barrant la 
Y| Yj 3 "* ligne pub les autres par permutation eircukim, 

Zz 


* Diri vCe d ' un produll vectpripl 
Si V, et Vj sont fonctionsdu temps 


d "=+ 

dv\ -i -4 dvt : 

Tl <V| A V j) 

= - A ¥,+■ V. A ~ 

d t 1 1 dr 


■ Calcul de J'aire d’im triangle ABC 
J(ABC) = ^ABx AC | sin d| 

si {ABC} = a Vj||. 


Produit mixtc de trots vecteurs 

* Definition 

— * — * — * + — > ^ ^ 

Soil V , „ V 2 , Vj trois vedrun. Le produit mixte { V , , V } , V ,) est defsni. par : 

* Proprktes 

f ^ t ’> + >--*—> 

j V ; ■ ( V; a V i } = (V, a Vj) ■ V ( ^ V> ■ {V , a V,) 

Le produit mixte est nul si deux vecteurs $ont colin^ira on si les trois vecteurs sont 
coplartaires. 
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Systemes de coordonnees et bases 

Soil u n point M etudi£ dans un rtffremkl SL On nwnft ^ d'un repcre d’origine O, 
daxcs orthogonal!* Qx> O /, Oz, 


Base cartesienne 



Lti coordonnees de M sour jc, y, z dans la base car* 
lidenne u y . 

Propriety : r^ n w v ,i? : sont fixes par rapport au 
referent id 3L 

OM = Xu* + yu y + zu z 

Les donnecs x{t% y{t) f z{t) constituent Jen equa- 
tions paranietriques du inouvement. 


II esc utile dcconnail re rexpnes&iond’un petit displacement 


am aansiapasei,H JT , 



dM — dxn, + dyu r -i- dju,. 

Cette expression permettra de determiner le vecteur 
vileisr : 


-t 

V = 


dOM dx-r d y-t d *-» 

— ! = + 

d f df dt 7 df 1 


EJIe permet element d’espriiner tine surface d&tien- 
tairc 6S - dxdy ( rcspectivement dydz> dsdi } 
ainsi qu'un volume elemental re 5l = djed/dc. 


Base cylindrique 

tile s'obtient par rotation de n^u^u, d'un angle 0 autowr de J'axe O z. 
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Us coordonnta cyEindri-qyes de M dans la base ? rl *4 , u. »nt r,0«*. fcn associate k 
base ^ , iiy, ii* ju point M, on obtiemt une base locale en mouvement par rapport rS. 

Expression du vecteur position. : OM * ru t + zst 


Lesdgnnees r( r > . 0 (f) et 2 (f) constituent les initiations paranviiriqiiesduniouvement, 



Expression d p um petal ^placement de M dans 

u r > 

dM = dOM - dry* r + rd. 0 Mg + d^? P , 

Cette expression permet de determiner le vecteur 
vitesse : 


rf dOM dr-* d0-* di-» 

V ■= ' — - — u. +■ r— u 6 + — u,. 

dr dr r dr dr * 

Eite permet egakment de determiner ; 

- one surface ^Wmenwirt 5S = rdlrdS, 

- on volume lUmcnlairc 8 t = rdrdOdta?,. 


Cette representa t ican est i utOiscr pour un sy steme admetiant tuie ty metric cylindri ■ 
que (Invariance par rotation a u tour de Or). 


Bose sph^rique 

On l obtient par une rotation de (ii^, iTj d’tm angle <p autour de Or, suivi.e d’une 
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Pans cdic base { u„ , u 0 „ u.) t les coonlonn#es spheriqu.es de M sent r h ft el tp. 


Expression du veoteur posiUon : OM = ru r . 

ft 


En assfR’tant La base { u fl , n^,) m point M, on obtienl nnc base locale en mouve- 


metit dans 3L 



Expression d’un petit d^bcement de M dans 

-J — 4 -4 

i V H • V '■ 

dM - dOM - dri? r + rdftu^+ rsinftd^u^, 

Cette expression permet de determiner le vtetcur 
vilcssc ; 

rf dOM dr-i 404 , 

V = — - — = -ru. + f— Ufl + ranfl-^u., 

dr dr dr 11 dr ¥ 


Elk permet gjalement de determiner ; 

- une surface elementaire sur la sphere de rayon r : 6S = r £ $mOdftd(p ; 

- un volume elements ire : St = r 1 dr sin ft dftdtp. 

Cette representation est a utilizer pourun sysltme admeiia nt irnttyrnttric sptierique 
(forces en fit, psr exemple). 

Si 0 ■ const ante* on retrouve d« eoordonn^es potaires pour p ■ rsin.0 cr ip. 

Si <p = eoiutamc, pn retro we dcs coordonn&s polaires pour r, 0, 


Operateur gradient 

Definition 

Soil U une fond ion scaiaire cTun point M de Fespaee, Lorsdu d^lacement dM du 


point M de M en M', MM y = dM, UvariededU - U(M') = U(M) r 
Le vecteuf gradU est dMni par dU = gradU ■ dM, 

Exempt ? : V peut £tre une fttergie potentielle r dE r = gradE p • dM, 

Proprieties 

* CciniiJ(ropi unc surface telle que quel que so it M a ppar tenant a cette surface, 
U(M) = coniianie. Alo« pour Wat petit defacement sur cette surface, 

dU - 0 - gradU - dM. 

gradU est done perpend iailalre A cette surface. 
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Exempt : dans le cas d'yne frier gie potcntie]]e, l,i surface pour laqudlc 
E p < M } « ccmstante esl appefe * 4quipatenlielle h. gradE p est done perpendicuiatre 
j la surface cqmpolL'nCLL'Uc. 

■ Soil imamlenant U el U + dU* deux surfaces iquipoien- 
tielles dtffcrentes contemn! M et M' avec MM' = dM. 

du = gr3u -S. 

grad II ■ tlM > 0 «■ eosa > 0 avec a € |0, 

Alors dU > 0 et grad U est orient e dans le sens dcs U 
croissants. 

Expression dans les diff^remes bases 

* Base cartes] erne 

dM = MM' = OM'-OM ~ dOM = dxi^ + dyi^ + dzu z . 

Soient A, B> C les composiUi^ de grad ti sur ( ii* T , u^ 5 uj t dll = Ad x + Bdy + Cdz. 

D autre part : U = U(M) - Ufje H >; 2) 

, ir dL\ tXi, dU, 

<.IU - T-dxt T-dy+^-di 
dx ay ' 02 



II + dU 


a res- 


oil ^ | resp, y. y | represente la derivee partielle de U par rapport i x „ y et 

tant constants {rasp, par rapport a y, x ct z testa nt constants, par rapport iuxcl y res- 
tant constants) . 
l'ar ident ideation : 


Jtl dU -► 3U-> dU-, 
gradU - — ^+— u f + -^u £ . 


ar 1 ?{y 


» Base eySindrique 

la method? «t la meroe. Attention 4 repression : dM = drn, + rd&ir# + dr« r 


— * 0U-* IdU — ► DU-> 

e™ JU = Tr u '*m'‘**Tz a ‘ 


Base $ph£rique 


Attention dM = dru f + rd0u p + rsinGdtfm^, 


^ . d U -i 1 0L' — i 1 d L — ► 

* radtj = _„, + + 


Linearilo de k £0 net ion grad 
grad(Uj + U 3 ) = grad U, + grad U 3 
grad (All) = AgradU. 
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Notation dd ou nab la 


On delimit Topfrateur del mi nabla, eft coardtmrrfes cart&ienncs par ; 


V = 


-* c) -*• d it) 


Applique & la fonction scalaire U{M) : 


p rT , Ml -du -*3U -*3U 
VUM) - ^ + +«,— 


dy 


itZ 


Comques 

Equations des coniques en coordonrtfe polaires 
( r * OM > 0, 0 ^ (Ojc,OM)} 

Soil un point ¥ appele foyer et une droite (A) apprise dincttriccassoci^e (F e ( A)). 
Unc coniquc cst k lieu des points dent ]e rapport des distances & F et a la droite (A) 
cst constant, Ce rapport est appel£ extent riciefi e de la conique. 

Suivant les vuleurs de e, on distingue le type de conique j 


t < 1 

e = 1 

e > i 

ellipse 

parabolic 

hyperbole 


Lt droite ( A) divise le plan en deux regions rflt&i (1) et (2). 
* l*ras : le point M de la conique appartient a la region (l). 


(1) 

(A) £2) 

M 


r X s c 

K 



^ 

1 

F 

H jc 


MF 

m 


Cherdions 1 'Equation de la branche de conique appartenanl & ettte region du plan en 
cuordonn£cs polaircs : 


MK = FH- reos0 

r 


e s 


FH -- rtosH 



MP5I 


riqhtei 


aterial 


r( II + ecosO) = e >: FH. 





OnposcexFH = p: paranfoErcdelaconiquc 

3 + sfcosO 

* 2* ca$ - le point M de la caniqtie apparllenl a la region (2L 



_ MF _ r 
e ~ MK " rcosG-FH’ 
r(l -ircn*Q) = ~mi 



equal ion de La branebe de comque apparte- 
ruiirtt | la region tin plan ne contenwt pas F, 


Etude de differences cofikjues 

■ e < L : ellipse 

Cell ipse possfcde on centre de sjrmclric 0 «t dciot foyers Fel F' (OF = OF' = c) 
FOF esl 1 axe focal dc ] 'ellipse. 

On ddinit son demi grand use O A - 0\' - a, son tloni petit axe OB = OB' a b. 



+ r ni j B - 2 si « qyi permet de rctroum p - o(\ - e 2 ). 
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{A =. jiafa 


1 


- Aire tie Vettipse 

- Remarque : chobc de I'&xe pclairt 

L'axe focal F'OF n'csi pas fbrcemeni confondu avec I’axe polaire. 

Si. lax* focal fair on angle <p avec Fax* polaire, (’equation de (’ellipse en polaire fildt : 

TTZL 

I +ecos(0 -tp) 

On retrouve que pour S = 6p, r = — ^ — - r^, ce qui caraet£rise le point A qui 

I "+■ l 1- 

Jpparlicnl bicn evidemment | Fasc focal. 

jal 1 focal 

p- axe polaire 

x 


Application - mouuemfnt des plaitfles amour du Solcil. 

Si I* teste du problcmc n'impose pas d’axe polaire, on choisira edui-ci confondu avec 
lax* focal. 

- ifjimiwn cartetienne tie Fetiipse 

HP y* 

l^-‘[ 

- Definition g£am£lr ique dc 1 ellipse 
Cent Je lieu des points M ids que : 

MF' + MF = la 

- Proprieti gt&mcitique 

La tangent? en un point M de ] ‘ellipse est la bts&eetriee ext£rieure tie (’angle F'MF. 



■ e > 1 : hyperbole 

(.’hyperbole posede uD centre tie symtftrie O et deux foyers F et F'.. 
On dd Lriil tOUjuLir.H ii = OA = OA' 
c as OF = OF'. 

On a. toujours : t = - p = rtfe 1 - 1). 

Jj 

Far contre a' - - b- +■ c l . 
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(1) 

\\ 1 

¥ 

// (2) 

* / 



\ 

/h\j 

/ a Fa' , 


r In! 

/ 

6\ \ F 


V (A) 


\ 


En physiqne, Ic point matdricl en monvcmcnt nc dfcrit qu’unc do branches dc 
rhyperbole, 

- Si ta brandhc dfcritc appartiertt a !a region (L) ; 



- Si b branche dkritt apportion t £ Jj rdjjior (2) : 
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- Equation earl&wnne deHtyperhok 

t-t 3 ! 

a- (.-■ 

- Equation des asymptotes 


A 0,' 


V A" 


j. *- 

y - ± -x. 
a 

- Definition geotnUrique ttn l' hyper bate 
C«l k lieu dc& points M teisque 

- PwfjTfcti gewtetriqve 
La tangmte en un point M <st (a bisseclrice Lntfrieure de I'angle F'MF 


fMF'-MF| = 2a 



e = ! : parabok 



- Equation en ccordotitukt potaim 

t ^ ^ [ear lit para bole appanieni a la region ( I ) de lVsp.Liv. 

0 e | - n, n[ 


FA = a = AH ; p = 2a. 

Application : motive ment de ccrtaincs comclcs. 
- Equation cn oimiHiewne 

y 1 = 2 p x 
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Mecanique 1 


ASfd 


Ext race ic<i 


© Risque de collision au freinage 

L Lfdt wiln re route I ume vitesse constants V 0 ert ligne droite. Au temps t -0, te 
conducted a permit m obstacle mate U m commence I freiner {avec une decelera- 
tion constants de 7,5 m ■ s" 2 ] qu'au bout d r un temps e = 0 r G s, (a Loiter La distance 
parcourue par te vehicute depute ('instant initial jusp i I'arriL 
Application wmerique : % = 54 km ■ hr 1 , puls V fl * 108 km - h" 1 .. 

2. Dtux veituras so suivent sut unt routs droits, i urn? distance d, st routtni I ta 
mime vitesse constants %. A ('instant t - 0, la premiire venture commence i freiner 
avec une deceleration a, la seconds voteure rae commence a trainer qu'au temps 
t — c — 0,6 s avec une deceleration b. 

Quelle condition doit satisfaiis d pour qut la seconds voted re sprite en a nitre de ta 
premiere ? 

Application mmirique ; V 0 = 108 km * h~K o = 7,5ifl * s*' ? et & = 6mi- s’ 4 . 

La condition trouvee estralte suffisante pour garantir qull nty aum pas collision entne 
les deux voitures {pour des valours differs ntes de V^, e p p it £c-} ? 

Pourquoi cette condition est-etie suffisante avec les don nets numirtques fdurnies ? 

Ml. de fa-ut f^Voir 

■ Mouvcmcnt & acceleration constants. 

■ Equation horalnr. 

mi. C!e cpi s i3 f suvt doJnpreticf^e 

■ II est astucieux tie tdsondre bt premiere question en tenant comple de Lj deuxiisne : 
on prendra des notations tellies qu’il ne soil pas necessaire de refaire piusienrs fote te 
nwme col ail. 

■ Pour Lu deuxiiiite question, il faut prendre en compte Les diflfrentes phases du mou- 
vement, avec des conditions imtiaies pcrtinentes. 

■ ■5, SojuUoh 

1. On petit prendre Torigine des abscisses a la position de la voiturei la date t - & : elle 
parcourt une distance *, - V 0 e avanr de freiner - awe une acceleration - a 
(a constante > 0) a parlir de ia date = c. 

Pour t> f 8l Ic inouwmcnt cst caractirisi par une dresse i 
V = i = -a(t^ fj) + V g 

a une position x = - i t - 1 , }■ 1 + V fl f t - t , ) + x , (I) 

comptc lenu des conditions initiates d-des&us. 
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Larrit est obtenu lorsque V = 0, soil f - fj = — ■ 

Era reportani oette vakur dans repression &e x{t ) , on sbtient la distance d "arret D : 

i v v »r v. 


D --i.f^y + v 0 i“ 

2 V a / 0 a 


+ x, 


v; 

Ds ii tV “ E 


Application numeriqftg : 

V 0 = 54 km ■ h 1 - 1 5 m - s' dost : D = 24 m. 

V 0 = 108 km ■ h" 1 = 30 m • s'\ d'ou ;D = 78 m, 

2 . 1 : equation horatre de la premiere vulture esr donnte par la relation (l)»en (atsant 
ti = Oet JCj - 0 : 

^ -^u J + V B *; 


et elk $"afr$te a ]’ab$eisase x. 




Wit : 


* 2 " 2 a' 

A La date t = 0Ja second* voilure etait a I'ahsosse-d, et i la date r, = € , die dair done 

4 labscisse * s = - d + v fl c. 

La relation, (1) donnealon pour la seconde voiture une position {avec d rernplacg part) : 

*V) = f ,) 2 + v„(r- 1 ,) + v 0 e-rfi 

v 

ccqui donne une distance x\ parcourucjusqu"a I’arrft (a la date t = f , + — - ) : 

rJ 


-i-ji+V-n. 

La condition demands correspond irj< v : (on neglige les dimensions des vultures, 
attimilks 4 des points [ttalfrids..,), soil : 

v 2 vi 


d> 


ijjfi.n 
zU J 


+ Vn,E 


Soit, avec les valeurs donnees : d > 33 m. 

Cette condition nkst pas sulliianle ; il soffit d'i magincr une situation telle que 6 > a, 
avec d < Y d e . 


Chapftre l * Hteinlqut l 


c ! 1 


ri 


Exerrice iqi 





Exerdce tot 


I 


La second* voilurc heurle la pitmiite aviuit mime le debut de son freinage, alonque 
la condition trouvie peut ftre vfrifiie 1 

Mats si b < a, la condition trouv& cst effect ivcmeni sufbsiinle. En elfet, ia seconds voi- 
ture se rapproche alon constamment tie Ea. premiere (la difference des vitesses x'~x 
restetou jours positive ou nulls) : c’est done lorsqu'elles sont in&te que leui distance 
d est minimale. 


Projectile soumis au frottement de I'air 

Un projectile M, de masse jm est lafiCfe -dans urt plan vertical (Oxz) avec ure vitesse 
— ^ 

initiate v 0 faisant tin angle 0 avec I'horiiontal® Ox, Ce neforenttel tie a la surface de 
La Ten#, sera suppose galileem, et I'accelerationi g de La pesanteur constants Ce pro- 
jectile est sounds de plus 1 urn force de frottement due I I'air, force que ton peut 
mettre sous la forme F ( = -k ■ V avec k > 0 et V vitesse imtantartee tfu project! Lt 

L Eta blit les dquatioris du mouvenaent : on introduira la constant# de temps r = 
Mpmtner que la trajectoilm du projectile adrnet une asymptote vertical et que sa 
vitesse tend vers tsne limit# V, que L'on prerisera. 

Exprimer ators les vitesses. et position du mobile m function de t, % 0 r V, et % 

2, Cakuler le temps f s rtecessair# au projectile pour atteindri le sommetS d# sa bra- 
jt ctoiro, et tanner La position de 5, 

Application numsrique : 0 = ^ V 6 = V L : calculi? ('altitude de S, et comparer 1 
['altitude atteinte Lorsqu'on neglige le frottement de lair. 

a i. de tip a’il £&ul $%VQir 

Point de cours 

* Loi fonda mental# de ladynamlque, 

Oulil niaCh^matique 

■ Resolution d^jualbn difftrentielle du premier ordre avec second memhre. 

>7. Ce Cftt’il faut dompreljc{re 

1. On appliqwra la lot fondameOlafo de k dyrtamiqne an projectile M aisimilf £ on 
point materiel. La vitesse limile peut ft re trouvfe directement en cherchint k quelle 

condition iWtolipn a s'annvkc. On pourra inidgrer V&juation dilfcTcnttc]]# SOUS 

— ► * 

sa forme ^Tctorklle et projeter les expressions obtenucs pour V et OM , 
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2. A cause du Ircinagc du A I'air, la inqcctoire ctudicc doit sc situer « au-dcssous * dc 
la trajectoire parabolique « classlque * obtenue en 1 'absence de ffotlement, 


my Solution 


t.J Iql fonetamentale dc la dynaTniquc appliqu^c au point M j un instant t l'C-ltlI 
-+ -J -4 -* "" > 

ma = wjg - tv . Ontrouve directement que a = u «V = constant# . 


4 -* 4 

Ce qui esl realist pour rti£ — fcV =0 soit 


on encore en posant t = — 




£ = !=* 


I Point m £thodh 

dP ■* 

P.n tVnvjTU Lu prirtdpe lonJumenl al sous L forme — = EF „ 00 oblie.nl directe- 

-i df 

merit Line equation different telle en V : 


d? dV 4 fj r? 

j 7 - m ‘dT ' - k ' 


lUsolwiu maintenanl liquation diftfrentiene 
dV k 


dv k 7? 4 t . m 

-r- + —V = £ $oit en posant t = 
dr m Jfc 


-4 -4 

dv V 

dl T 


Resokons liquation different ielle vector ielle : 

4 -4 4 .1 

V(f) - Vj + Ac \ 

■4 — + '4 ) — ^ 

Le vccteur A est d^fini par la condition initials V * a t ■ 0: A m V c - Vj 


v(r) = v f +(v 0 -v,k * 


(I) 


En integrant unc nouv4e fois par rapport A f, on obtient : 

OM(f) a V^r + (V^- vJ}(-T)e" + B. 

-> 4 4 

B est d£fini par la condition initiate OM = 0 k I = 0: 

i* - T(V 0 -V^) 


d'ou 


OM(() = vJt+t(V^-^)[l- e 4] 


( 2 ) 


tbapitre \ - Mecaniffue 1 


(S3 


jri 


Exerctee m 











el, cn report jnl : 


jc t ■ 


3 


lt ^ tin8 y 


E , - -,VJn(l + ^in0).T(V„ si n 9+ V^(l-^-^) 


z s - TV 0 sin 0 - TV. in I + — Hint} J 

si 0 - ^ d V' 4| - -+ V, , ij vjfflt : 

*, - 0 

Z f - TV,- TV; In 2 = tVj(I — in 2 ) 

Eft l ‘absence de tout frortement de Fair, k mouwemcnt sur Yaxt Qz dev lent : 

z - -£ 

x - - jf + V 0 , cToii t? = — 

y 

I = V V 

« v ■ *<V> “ 3J- 

Pour comparer ks altitudes de S d $\ exprimnats ± ( en (auction de V 4 et g : 
tl'ou : 

— jL| I — In 2 ] # 0 , 6 . 

*y 

z < r •■ : k results! cji bicn coherent , en presence de frottement k point materiel 
monte mains haul- 


Deux mouvements sur la meme trajectoire 


A* Lin mobile ^ tlicrit une li’Mice circulate d'axe Qz, son movement £tant d&fini ert 
toordonnSes cyUndriquts (r r 0 r z) par ks equations : 

r = Ft 0 = tuf z - H -fl - ^ j 


Chapilre 1 - M^canique 1 



m Eot aupiwq 



Ixerckf im 


expressions dans lesquelks ft, raet H sqnt des c&nstantes positive's. On pourra poser 

U 

ft = — ■ Le mobile part 3 1'instant t = 0, et fait un tour compiet avant d'atteindre 
le plan z = 0. 

■+ 

1, btprimer la vitesse V do mobile, dan® la base associle awx eoandonnoes cylindriqijts, 
Preciser son module et son orientation. 

Calculer La Longueur dt la tnjtctoire poor un tour du mobile. 

rEeprlsenter li trajectoire dans un plan, m portirt R0 sur I'axe horiionrtil et z sur 

Ibxe vt rtical 

2. .Exprimer de mime I'accIllFation A do mobile, 

# ■* 

Sue pout-on dire do produit scalaire A - V ? Quelle{s) cortdLtsions(s) peut-on en tirer ? 
Si Le mouvement de M est maintenant definl par Les iqu&ticuis : 

9 “ I st ' >-fJ 

a etarct urse constant® positive, 

1. Qu'y a-t-it d'inthangl et qufy a-t-il de change par rapport an mouvemerrt prlcldent ? 

2. Exprimer le vetteur vitesse dans Ea base des coordonntes eytindriqyis ; en dlduire 
son module. 


ML £e epu.*i] javoir 

* Vitesse ci acceleration cn caardooufo cylindririuti. 


ill* €e fgf at d oMpr elnf r» 

-r 

A. 1. Il 5 aid' dc mettre la riicssc sous la forme V s V * w T (u T unitairth eft pr&d- 
sant chacun dcs deux teimes, 

Lfiyjilriedc coordonnfas chotsi bcilircra L i ntcrprftarrcm gfomliTiquc h U grandeur V 

rcitanl oifltlanle. 

— > 

2. Lacclllrat ion A se did ui ra des expressions dassiques de ses Gomposantes en coor- 
donnees cylindriq ucs. 

S. 2. Dans tnut mnuvenicn!, on peul dtr>l i ny ucr b trajectory [ parerturs gepmelrique) „ 

ct ]'d|uaiion horaire du mobile &ur celle-ci : dans le cas prlsent, settle liquation 
horaireest modify e... 

2, Les caiculs wal analogues, a «us du A. 1* Le remarque pricdcnK permtt de prl- 
vxtir une partle du r&uhat : le veeieur u esi inehangl. 
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*1^. So]utioji 

■+ 

A. 1. La vitcssc V a poor expression generate, dans 3s. base dcs ooondonnfcs 
£ylindri<|ut £ i 


r? ■ -> ^ 

V = r j( r 4 rd + Z w s » 



Point cours 

z , 


Composition des motivements : 



Le mouveinent petit se decomposer en tin mauvement de 

K 


translation selor O 2 , de vitesse V (r ■ 2 u s et en mouve* 
menl de rotation auteur de 02 i h vitc*«e angulaire 0 

\ 

\M 

— ► ‘ Hf 



(vecteur rotation Q = 6 u z ). 

O 

U t 


Dans k plan { e% H iO, la direction tie V est doitnfc par tan« = - — — * - - ■ 

RO) K 

Cost done une direction fixe de ce plan... 


EcrivMl V = V • u-|- ( ttj, est done: orienk dans ]e sens du muiivemeiit. paisque 

V > OLle vecteur wt a pour ramposantes sur ct u. : 



Cha pitre 1 - Mi£canTqu<e i \27 





Eunice 103 


L-bbstisw cwrvilignc wr h irajcctoirt csl ^Krmin^ ppr 4" = ^ **it pui«^w La 
, . . d l 

viiesse V est consume j 


s » V ■ t = w j# 1 + h l (a wet <{ 0 ) = 0 )- 

Pour un lour du mobile, 9 = 0 >f = 2n r cc qui don nc pour s : 

“ I - 2kJh 1 * h l . 

On pent repr^nter ta trajectoLre dans un plan, en posant X = R0, 

Onaalors e « H - ~ ® = H - h ■ - ■ 

2n R 

La trajettoire est repnSsentfe par une droite de 
pente - j| qui fad done uro angle ft avec I’rae OX, 

Cctic representation correspond i “ diwulfr » la 
surface Wralc du tylindrc (axe Qe, r = R) s»r 
Icqud csl tmee la t raped yi re nfeUc du mobile 


[x = KB = Rtor = J f V.^-cfr) 



A. 2. LbcceleratLon A a poor expression generate, dans la base des MAnkMD^s 
cvlindriques : 

^ III r | -""fr u '■ ‘!‘ f ' 4ai -^ . . ■ aa 5 1 

A = (r- rfl ) u r + (2r0 + r0> u# + z u 1 

Ci 1 tpii Jonhc, en leniLrtt Curtriple de r 3 0, ft a w et i ■ -Jtftj ; 


A = - Ran 3 


POINT coirns 

On pent obtenir I’acceleraiion m derlvan! direclement fexpresslon de la vitesse : 

-4 ,4 

4- -4 ,4 4 d% 

V = WR U H - <xdi U 4A = -p = 0>R . — — 
w 7 dr dr 

dir^ ■ - ► "4 -4 

ai r ec — — - -0u f (ildtnt A - — to J Ru |r , 


On constate irnm6du«eittemt|iie A • V = 0 : ratedfraliort est done purement normale, 

f dV 

ear le mousemem eiudieid est imiforme | V * ete. =s — ■ 0 I, 


li 1. La relation entre z«0 est inchangee : la trajettoire reste done la mime, «t sa 
representation plane iz en fond ion de Rft) egalement. 

Le veeieur u, „ detinl & parti r de la trajectoLre, ne change pas, niais les expressions de V 

-J 

et A seront diffenentes, puiwpie ^equation horaire est diffifrente. 
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8. 2. Le cakul est Le mfene qu'au A, ! h| en tenanl compte de la nouvdJe expression de 
B * at fan lien de 

-t — t — » 

Dane V = R, at — hat jj s 

el V - at - J^*hK 


@ Pendule simple 


Un pendule simple est constitue tfune cords inexteroible et sans masse de longueur 
t a laquetl# est suspend nr point materiel M dt masse ra. 



t 


y 

4 

? 




G 


L'autre extrimit6 est fixfe en un paint 0„ et le point H se depbee dans le plan vertical 
A instant initial,, on lance M, fil tendu, avec one vitesse horizontale V fl = V 0 i^, 
Qoe peut-om dire do mouvement ulterisw de la masse tn ? 


■11, Cfe faint s avoir 

t Th^orfesne de lYnttgle m&aniquc- 

* Loi fondnmentale de la dynamique, 

* Acceleration pour un mouwment circulate. 

'■ 2 * Ce f^vt tfoftiprehtfFe 

Le fil £tant initialcmcnt lendti, la masse rt amorce un mouvemenl circulaire de centre 
O el de rayon L Son altitude augmentant cite gagneen energie potenriellede pesanteur 
et eor^lativement elk perd w inergie cm&iquc- 
A priori, trois oas peuvent se produire, 

► La corde reste tendue et le mouvemenl du pendule esl oscillaioire | < * |. 


CKipitTE I 


- MeeaniquE t ( 39 


rtt 



Exerdce m 


« 


♦ La norde reste tendue el te mouvemeni du pendule est rivoluiiL ce qui edge une 
energie inltiale suffisamment importante. 

• U vitcsse V 0 esi trop faiblc pour q»un rncmvemenl r^olutif ait lieu ct trap forte 
pour que le mouvement soit oscillatoire, La corde fmira par w de tend re. 


■■5. Solution 


■ On peyt rapporter la Vitesse V k V 0 e* la tension T 
du fit k mg (T - mg ii r^quilibre) et d£finir alnsl les 
V T 

variables r&iuiEes el variables sans dimert- 

V a mg 

si on qui vont d£pendre de 9 el du panameire 

Vj 

r| = — (grandeur egalement sans dimension que 

I on pent former a partir de V, a , g, | grandeurs carac- 
tcrisant le problems physique). 



D&erminons — = f{ rp 0 ) tint que la eorde retie lendue 


La corde etanl (endue, le point materiel decril un 

■+ '=4 

arc de eercle et la tension T ne travaille pas { T 
perptmliculiire au d^placementh 1 1 en ritulle la 
conservation de Leincrgie mcvaniquc du systfcmc ; 

r ,a - + h 

(origilK de IVner^Le potenlieJLe prise en O} 

1 I 


E_ = -mgz 


- mV’ - tngl cos 0 = - mV - mgl . 



Soil : 




+ -(cos0 - 1) 

n 


(1) 


Tra^ons La cuurbe S — » / (’ 0 j — 


+ -( C O50-1) 
1 
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* D&erminom la tension T = g(t|, 0} de la wrdt tenduc i 


D’jpfijla lot fondamentalede la djrnamique, on a eti 
projection sur u r : ttia r - -T + mgcosG 


V z V 2 

avtc d r =: — j- f d 'oil : T - mfcosO +ifi— ■ 

i- co^ 


Soli 


mg 


S ! 


t r 2 i 

el avec f I) => — - «>s8 + in 1 . + -( cos0 - 1 > , 

mg 'L n J 


Finalement ; 


— ^ lcw 0 + ii- 2 
mg 


I 2 ) 


Trains la courhe fl — i 0) = 3eos0 + r\ - 2. 


O 




Discussion 

II l cr cas ” mouvement rtvululifi 

La corde doit etrc toujcmrs (endue et la vitesse ne doit pas s'aniuiler ce qui exige ; 

n-5>0 fT > 0) ct l-i >0 {V 2 >0) r 
SoEten d£fimtif : rj > S. 

■ 2* cats ; ifioiivnamcnt non rbolatif et la corde rest# toujours tendue. 

On observe alors dcs oscillations entre des valours exutmet ±8 . II faut done que 

loo ait : V 2 (0 nia3( ) - 0 et T(0}>0 pout Sg^BJ. 

La function V 2 f0) s'annule pour 0 ■= 8^ tel que cos0 v = 1 Dememc.la func- 
tion T(0) s’annuie pour & = 0 T tel que cos& T = ^ - j- 

Ces deux valours n'existrnt que puwr q < 4. D'autre part, ta condition cite rebec 
impose 8 V < 0 T (0€ [0, wjj), la vitesse devant sanmiler avant que ia tension ne 
puisse le fairs. Ii faut done que Van ait j 

cusG v > =* 5 - ? > \ ~ j 

rt qui donne 6-3^ > A - 2t[ ■=> t| < 2 . Dans ces conditions, on obtient un mou- 
vement pendulalre d'amplitude InfiSrieuri | | 0 nLlfc: « Arcos| I j J. 


Cbapitre 1 - H4eaiKlqua l 



laterial 


Estrcxe it* 




sot aipj&xg 



■ y cas ^ 1 < 1*1 < 5 

Ij t;nrd^ ftrt.il par it 1 dftnhd^ pouf one viJetif de 0 comprise <nire | « *. La tendon 

s'annule avant la vilesie |0 V > La suite du itiftuWfnciTl: esl celui d'unc parrioilt 
de masse err dans k sent champ de pesanteur (mouvement parabolique] du means taut 


que Icfil ncstcdclcndu, .♦ Laconde sc dctcnd pour ft - ft T - Anew 


m 



Conclusion 


0 


mfluveiTf nt pcndulBirr 


la wipdf 5»r dHend mmivrmrni Ptvnlirtif 


11 “ &l 


Pendule dont le fil casse 

Uri pendule simple - masse m r fil de iongyeur I, inextinsibie et de masse ndfligeable 
- ess. suspends en un point fixe 0 et lache sans vitesst i nitiale de puis une position 
ou le fil est horizontal et tendu, Soit h la distance entre le point 0 et lie sommet de 
la trajertuire deerite ensuite par la masse m, 
t *. Conner qualititivement le domain# de variations de ft, 

2. Determiner ft. 
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- Conservation de L'dnergle m&anique. 

■ Loi fondamentale de la dynamiqtie. 

mi, £* ^U’j] f ai lt CQjnpYttidV* 

IS est inulile de determiner I’^nation de h trajccioire pour ^pondn & la question. 

Entre Je point de depart et le point atteint i I 'instant oil le fii cas&e, la masse m nest 
sou mi sc qua son poids et h la tension du fal qui ne travaillc pas. La conservation de 
i’dnergte m^canlquc permet de reiser la viiesse el ] 'altitude. 

A partir du moment oit le fil casse, la masse uriquement soumisc i son potds a line 
trajectoire parabolique. On pourra remarquer que lors de ce mouvrment, la eompo- 
sante horiaontale de la vitesse est conserve. 

Solulioji 


i. 


Notons ft Tangle done aura ton roc 1 leli! avanl qu it necasse.Quand a — ► 


it _ 
2 J 


Ar = l 


A 


a 



La viiesse en B est horizontale. La masse m decrit 
urse portion de parabole de sommet B, 


A 




\ Quand ft — t it : ir -> 0., 

>1 

0 La vitesse en B est mi lie. La masse m dierii la ver- 
' ticalc a 1 puisqu’dlc n’est Wwitiise qua son poids. 


2. 


S 


Point cours 

Consid^roris iui point materiel sou mis a des forces Conservatives (done dfcrivanl 
d'une Anergic potentielle. Leur travail flementaire est C W - -dE p ) at & des fumes 
non conservatives dont le travail ddmentaire est SW. Appliquom ait- point M le 
theoreme de I’eiiergie dinitique ; 

dE^ m = 5w + $W r = -dB p + gW 
dCE^+E,) = SW'. 

E rtli + E eonstitoe I’^nerpe mdc&nique du point M 

La variation d’energie m&caniqw du point M est i'gale au travail des forces non 
conservatives s'appliquant a M, Si ce$ forces non conservatives ne travaillent pas. 
alors l^nergie mecaniqtie du point M sc conserve. 


(! ha pitre 1 - rtltanique 1 (43 


m sot aopuascj 




Exercice tos 


Le mouvement de la masse rrf, soumise a son po ids et a la tension du fil, s' effect jc dans 

4 4 ^ 

le plan vertical covenant le j lI a I'instant initial : it id = + T , 

Le poids est une force conservative. O 

— ^ ^ ■ ■>■ a- a- a. - - p- - 

La tension T du lil ne travaille pas. IL y \ Ov. fT* | h 
a done conservation dc Icncrgic m£ca- 
nique du point M. p 

E (in + E Jmg) = constante. 





Point m cm ode 

CaleuJ de Tenergie potent ie lie dont derive une force conservative M . 

On reviendrj .1 la rirtinirinn / = -gradE.. I.orsque le problcmc csi a un degrade 
dimension! on exprimera cctte rclai ion dans 11 nc hose possedant un vcvtcur unitairc 

+ ■+ -j — 4 d f ■[_ — 4 

colineairei/. Ainsi, pour le poids, l 1 = mg - -mgu, = - tf. 
d'oti E r - mgz + constante. 

Choislssorts A pour urigine de l^nergie pu Lent idle et tkrivons Tinergie m£caniquc en 

A„ B et S ; 

E e|l| + E p = 0 + 0 = (1) 

Or, enlre EJ et 5 n od .seal le poids intervient, la projection horimnlale de la quantity de 


mouvement est conscrv^e 
d’oii t 

Or d'apres (1) ; 

$Ot( : 

CtnnMienluire 


(dP 

Id t " 


mg 


et ^ V s = V B cosP = V B ■ since, 
2 


, _ v; = v^in^a 
* 2 * Zg 

V- - 2gl - slntt. 


/sin 'a 


Pour a 


!-■ 


rt , on icUouve les rmikts du I . 


J 


EnrouLement d'un fit sur un cylindre 


Un point mate net M, de masse m est mobile sans frottement sur an plan horizontal. 
It est attache a ume ficelle (de masse negligeable et inextensihle) qni s'etiroul? sur 
un cylindre d'axe vertical et de rayon a. 


44^ Parti 
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Inittelfment la ma»e m est Larcte am line 
vitesse V a perpendiculaire k la fictile, qui est ten- 
diii r et de longueur fp Sait 0(f) L'angta dont sest 
en route le fil i I'instant f< 

1. Prftdstr la vitesse - module et orientation - 
du motile i La date t. 

2 ♦ En deduire la lei 0{t) du mouvement. Ay bout 
de combiert de temps It point M touchera-t-il le 
cytindre 7 Commented 

Ml, Ce ^Vi] f^ol iavotr 

* Coordonntcs polaircs. 

* Theorems de l'£neigic cinftique. 

* Loi fondamentale de la dynamique, 

'IT.. Ce cju'il 

l- On eonsfruara la base polaire u s , tr ft permeuanl de repirerle point I(r) oil la ficelle 

quitte le cylindre £aj r porte par Ot ), 

— ^ ^ ^ ^ 

On ecrira OM = OI + IM, el on montrera que la vitesse V du point M cst perpcn- 

dlculaire a IM ei done an ill. 

On en deduira que la vliesse garde une norms constants V Cr 

2, La loi 0(f) et I'instant f t se deduisent directement des resultats precedents. 

11 fsudra Assurer qu« la ficelle reste tendue au cours du mouvement. On cherchera 

— t 1 

done a determiner sa tension T £ t L et le problkme physique, tel qu'il cst po$^ n'a de 
sens que si || Tj| reste borne. .. 



I'V 


1. Dans le riftrentiel terreslre {suppose galileen} h ]c mobile cst wumis i tnois forces t 

i -i ■ i — ^ 

son golds et la reaction du plan (qul se compenseniX la tension T du fil qui incurve 
la trajectoine de M vers le cylindre. 


La ficelle resta.nl tendue la partie fibre EM eat un 
segment de droite tangent en 1 au cylindre, 

Rcp^nmt ce point 1 par 3 'angle 8 ((^figure) et 

— j ^ 

introduisons la basepolaiit (« r , m,,). 

On a: OM =* 01+ IM. 



at f 


Oiapttre l 


- Kccanique 1 


£ 


trial 


Exertke m 



EKerdw im 


D'ou ; V ( M ) = V t + jj(IM). 

Or V, = fl8u^ ct IM=I^ =e ^(IM^fuJ + f -(-6^). 
Finalement V (M) = (s0 JBw* r . 


|| resEe ik tradfifire que fa longueur de la ficelle e$t imriabk, soft : 
j tl = fir) + uB(/) =*o = /+ ol 
-* ■ — > 

DCs lors on obiieni : V (M) » —I0«i f (1) 

Celle rtteae resie, a chaqne instant h perpendkiilaire 

j -a 

au !>ri m IM de Ea ficelle . El cn risulle quek tension T 
qu 1 coerce Je fit sur la masse m ne iravaille pas, 

^application dg ihfe^me de la pui&sance dn^ujue 
au point mate riel M danrw aloes: 

-j-t =. \? = 0 (fc po ids ct fa reaction (in support 

se compcnscntl 

d'ou fi L = cste el ! V ( M >| = V 0 , 

E«1 conclusion on a r 



M 




U) 


2. Ij to: du mouvemeni s'obtienl ijmm&Jiaicmertt cm compirani f 'l) ct (2)* 

} 0 = V a et i 1 + 40 t l n . 

D'ou cn climimnt 0 f) cntreces deux equations : 

(j D -fl0>e = v„ o\ 

fiqoat ion different idle cn 0{r> quj s’inidgre immediatement (awee 1 = et 0 = 0 i 
' = 0 > - m 

l 0 %~a T = V,/ 


on encore 


V _ + — r = 0 =* (e - mU- — U (4). 

a n \ a/ a 1 u 


I,a sufulion physique est aloes dounfc par (la ficelle s enroulc $Mr le cylindre et 6(f) 
cnoir avev i ) ; 


0 


a a 


f 2V 0 flf 

U 

- 


*- > - 

9 {!)=-■ 

a. 

1 - 

H J 

r 




<&) 


Lc point M arrivera au contact du cylindre (si lc probltme physique a un sens) brsque 
etO m („ , soil a 1‘ instant f, tel que {if. (4) Ou (5)) : 


fl * 


JL 

2V,fl 
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Contmentairts 


On u uni it pu essayer d’tfvaluer /, i partird arguraeiiis simples d£fM]i3saflide&ofdfl»djf grandeur 
Une Ibis la ficelle rolalement enroulfie auteur du cylindie, Tangle 0 aura vuif de &0 - -'■ 

, A V 0 

D autre pan la viiesse angulaire 0 vaut — sw un voisinage de i ■ O'. 

‘n 

Oji |Mtti dune pettier que le temps t L (btrey va dtyendredes grandeurs defiurmnt 

Aft it. J iJ A ^ 

le problem? phry&iqu^ selort ; r, 


i"w 


■ .‘ n _ 

*v tl 


On irtrouvc ainsi l« variations penijitnut de r s awe et V, ;i , 

I 2 

11 icste a nemarquer que 1 Hifn i h naui 0 va a^gn'icuier i\ identifiable h = “ on 

*iV n 

about ir ait a une surevalualkm de r..De fagon plus precise, tout ks instants t el f + df h on 
auras! : 


de . -- 




fd0 > 0 et df < &) 


MS 


[>\iu : dr = ^ ™ - - — ^7 - j d i 1 es [ sir = — d_ f j 

0 V, , J o * J v . - 1, 


Id/. 


i 


r, - 


|T 

2uV n 


J 


> U resolution, pr£»o6dente suppose que la ficelle deineure constamment tendue el que 
la situation physique titvisagte reste rtialistc. II nous i'aut done calculer la tension T{ f) 
tte la ikclSe- 

A cet eflfet appllquom la loa fendamentale de la dynamsque 

an point martrid M ; mtr(M) = T 

-* , -* 

■+ -4 •* d'V du, ■ - L 

or V = -V 0 tr, et a = ““ ■ -V 0l jf = -V u 0„ 


(Sh 


D'oii T - -FFiVrtBrT 


Fosons T = -Tri.= 


He d’aprta (3) : T = 


e’ 

>T = mV n 0 

m\i 



k-mn 



On a bien T > 0 pour 0 </</,.„ et la ficelle reste effectivement tendue. Cependant 
repression de T nous montre que T — » <= quand ir — ^ r7 cc q Ul n’est pas coherent 
{dans «lle mod-filssation - point materiel M sans dimension... - la ficelle casserait 
avant de set re complement enroulee, ,.). 

On a pour f = I = ^ et T ±= I0T o ... 
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Exercke w 


Anneau coulissant sur un cercle 
Analyse de portraits de phase 


Urn# circoriftrence. d# rayon p, est situ$e dans un plan vertical et toy rue 3 vitesse 
angulawt Q constant# autour de son diantfrtre vertical Sur cette cinconferepce, un 
petit anneau M, assimilable i un point materiel de masse m t gltsse sans aucun frot- 
tement, Ss position sur Le cencle est neperee par Tangle 0 que fait le rayon Cft avec 
la verticale descendant# {cf, figure). 


It referentiel terwestre est suppose galileen, 
et Taceeiiration de ia pesarrteyr est note# g . 

En posanl ^ « U ^4 Tequation 
0 

diffterentielle dig mouverntrit de la masse m sur 
la drconffenence pout se mettre sous la forme s 
&(t) = tgJiinetA.cose - lj {!) 
liquation de conservation de Tlnergie 
mecamque dans le nlferentifl lie a |a circon- 
fere nee pent s'ccrire : 

^0 ? + cn.yj'iO) = K {constant#) (2) 



avec u(6) = l- cos9 -^Xsin ? 9r 

u{8) represent# au facteur migo pris Tinergi# pateotMe du systems avec s 
m = % - 10 _z kg ; g = 9JJ m s' 2 ; a = 0,39 m. 



a 

1, £n analyse mt la courbe — = y{0) {fig, S') den rule pour une valeur particuliere 

de X, montner quit y a dans ce cas trais types possibles de mouvemerrt de Tanneau. 
A faide de la figure 1, reprisentant y(9) pour difflrerrtes valeurs de a, uiontrer quo 
chaque type dt mouvement correspond a un do main# prfccis dt Tenergie rnleafiipe : 
preciser les limites de ces different domaines. 


2. ia figure 3 reprlsente ^ tn fonction de 0 avec to = - X, 

Determiner La valeur de X cortespondant 3 Tensemble de ces eeurbes. 

Pour quelles valours du coefficient K = — ^oscillation de Tanneasi est-eU# a peu pris 

mgo 


sinusoid ale '! 


3. La figure 4 represent# — tn fonction dt 0 pour X = i. L'oscillation de ranneay 
est-eLLe ap pro ximati verne nit sinusoidal# ? 
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Exercice ici 




■ Encqjic cinctique - crergic porcntielle - conservation dc E’cnergie - oscillations. 

■ Portrait de phase- 


mi. C?e fsrnl 

1- l.c portrait de-phaSr H = /(O) per met (l'^tuditr qualjtJtivemCTlt HP iprtu vernc Fit, 

Les courbes dYnergie patent telle permettent egaiement, en uttiisant la conservation de 
l'energie •m&anique, de pr^voir des oscillation*,,, 

2 . F.n ehoisiwunt des variables reduhes, 1c portrait de phase dune oscillation harmo- 
niqueest un cerde. ++ 
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3+ Autour d’une position d’iqiiilibrest able, Los oscillations nc sonl pas foreenacnt sinu- 
soi'tialesi. 


M"$. SoWXioh 


4 


POIMT COURS 

Le portrait de phase represent? 0 au facteur pres en function de 0 , 

Des oscillations &e caractirisenl par un chaagement de signe d? 6 en 6 et done 
par des eourbes fermdes. 

Pour fl > 0 , fl augmnle jiuqu'l 0 Bil . lion 0-0 puis 8 < 0 T done 8 diminue 
jusqu'd - 0 1|Lll (s il n 3 ya pasde frottement). 

Au con trains, si 8 garde un sign? Constant* 8 varie ioujours dans le mime sens, il 
iTy done pas d'oscillatkms. 


1. On reconnait trois types de mouvements sur La figure 2. 

fa) Combes fermfes, intbricures a La courbe en buit passant par forigine. II s'agil 
d 'oscillations autour de positions d'4quilibrc difKrentn de 8 = 0, 

(b) Courbet fermies* entourani I’origine. [J s’agjt d 'oscillations autour de la position 
d^uiiibre 8 = 0, 

fc) Combn non femidesj 8 garde un sigrte constant :: I'anneau (kit le tourcomplet Sllf 
le etitlcj 0(f) croti indefiiiimeni, flf f) eat pfriodique, 

Etudio-ns les courbes d'energie potentielle. Les minima correspondent aux positions 
d'equilibrt. 


Alors "j s 0 = sin8- XsinGcosS, L'anneau est done en ^quilibre pour sin 8 = 0 

@ I 

soil 0 = 0 on it et pour 0 * ± 0 * avee cos 8 f ■*. -jCes demitres position* nexistanl 

Pm 

que si ^ > I - 
d0- 


Le sign? de permet d'dtablir La stabilitc des positions d ^uilibrc, 
d z u 


— - = <ns0*- \eos J 0 # TLsidoti * cos0 + A - 2A.cos J 0 
do* 


ffi 


- t - X < 0. 


B = ff 


0 — IE fit tme position dequibbre Iqujuurj instable 
0—0 est. une position d'iquilibre stable si | ] = I . - X > 0 done pour A < 1 

\ d0 A /|J a |V 


0 t , = Arc cos r est une position d’tfquilibre stable si I y-y = i + X - 1 
A \d0 J /a A k 


done pour X > l , e'est-i-dire lorsquc ccttc solution exist?, 

Les combes de la figure I ont done etc- t«cf<s pour une valeur de a > 
d 1 'observer des oscillations autour des positions d'£qui]ibre fl ( et *0 t . 


= x-i>0 

I qui permet 
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Exercice iot * 


L'enerpie potentielk a done la forme suivante • 



♦Si E n , < 0„ LLy a possibilii^troscillatlian&autourdes positions 0 t ou — » courbe fa). 




Point cours 

Eg,, = MiutBnte est repr^senl^e par une droite borizontalt Or E*, - ■i E ct 
B iir , ^ 0. Sen Is les points teis que £ m “ E P«^ 4“dire h |Hil < E m , soot 
possibles pour k systeme. 


* Si 0 < «”£!*■ < 2, tl v a oscillations autour de 0 = 0 => courbes fb), 
™$ a 


* Si -i > 2, Pangle 0 pent prendre louiet les valeurs possibles, 11 y a inouvemeiii 
revolutif eourbes (cl. 


2. La's courbes de la figure 3 correspondent a une seule cuvette de potentiel autour de 
I’origine done l. Qiaque courbe correspond ik des conditions initialed done des 
valeurs de K, diffencnles. 

On Fair unc mesurr pour 6 = 0 et 0 = 0 rajs sur une oourbe donnee (’ par exemple 

surla fig, 3) : = K car u(0) = 0, puis une ntcsunc pour 0 = 0 et 8 = 0 mjMt 

SLir la niSme courbe, 


4 


(>- 




) = 


Pour 0 = 0 sur la courbe {*), on lit 
inline courbe 9. u , - 2*3 rad. 


Oi, s .s/l - k 


= 2 el: pour 0^* = 0. on lit sur Ea 


de 




K * l - cos 2 1 3-|4sin i 2,3^ 


on tin; 


0,2 


Ui figure 3 a done etc tracee pour K = 0,2, 
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i point mCthode 

Li conservation dd^nergie s’dtrot : ^0" + o\.| 1 - cosS - ^As.in J 0 J = K, 
ft 2 

Pour 0 petit, 5 - eosO “ -y ; sinO - 0, 

Ators ^ 0 2 CEi^ ( 1 — X> - K. 

Si Von repndsente 0 en Ion ct Lon de0',oti obtient Line ellipse. 

On a egalement — + 0 J = ~ (>„ < I el eo j = w?(l - a)). 

ft> 2 to 2 

0 ^ K 

Si Von reprtfsente - en function de 0, on ohlienl niors.nr code de rayon — — 
1 to to 


On a choisi id de repretenLcr — (variable reduite) pour oblenir urt Ltirde lofSqtlt len 
osdlhiion* sont sinusoidalcs, On voit que Pun obtient des oscillations sinusoidaks 
pour des amplitudes 0 niill inferieures a environ 1 rad ce qnil correspond il K ^ 0,39 

Soil une encr^ie mfoiniquc E ni = K™ 2 ^ 0,39 xgrrta- 
Appticatkm ntm&ique ; E m -5 0,073 J. 


3* La figure 4 represente — en function de 0. 

®d 

Quelle que wit la vakur de K, les cuurbes ne sunt maniftsitment pas dcs ellipses: 
l oidlflion de I'aimean nest jamais, sinusoidde 

Icilacourbe qui represente u(G) pour X - J present? un « rrkplat * en 0 caracttJris- 


f c3 ^ 1J 

tique d'une dfrivee socondc — - 

H l.d0 2 J e = o 

0 = 0 nous donne ators : 


= 0, Le developpement limits de u autour de 

e 2 +o£0 2 ) 


f Tsl = 0 puiiipje 0 = 0 est position d'^qultibre 

\do/ 9 _ 0 

(^L‘ , - X ‘ 0poui *‘' 

n(0) n’est dune pas parabolisable et les oscillations ne sunt pas sinusoYdala, 
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Brardce iqb 


I 


Ratentissement d'une vofture 

Urte automobile de masse m - IQ 3 kg est Iquip4e d'up mcteur d'une puissance 
maxi male P ffl - SO kW, Avec cette puissance, b vesture attaint la vitesse maxi male 
¥ m - 144 km ■ h" L . En supposint que les forces de f rartement que subit li vulture 
sent essentiellemert dues £ I'air, et de la forms / = -kv 2 (v itant la vitesse, st k 
one constants), cafeubr le tempts x nGcessaire pour que. tn roue libra fmoteur 
dibray#), la venture lalentisse de sa vitesse maximal* jusqu'a la mottle de cette 
valeur, Quells est la distance d parcourus pendant cs temps 1 
Quelle distance la voiture parcourra‘t-*Ue sva nt de sbr rater ? Que pen$ez-vous de ce 
resultat ? 


S*]u|ioji 


Lorsque le nunmreM ddbrayi#, la voiture esi soumi.se uniquement a 5a force de fremage 
due j 1‘air (poida el ration du sol se compmsent). D’aprts le tbfereme du centre 

d incrtic : =• -fcr 1 . 

dr 

V 

Equation a variable separable que 5 ’on intigre de 0 il T, v variant de V m k — - 


rnffjv 

1 = “iJv ^ ” rt 


x = 


m 

W 


Diler ruinous k en appliquant le ihbrtme de la puissance ciiuftiqtK. Lorsque la voiture 
roule j vitesse const ante V m , la puissance du motcur sere a vaincre la force de frotte- 

menlsdt:^ = 0 = P„tP(/(Vjl 

d’oi. P. . . -C-*Vi)-V„ 


»it ft = et 
v * 


T = 


mV i 


^application Humeri que dome :T = 32 i 

La lot d’evolulion de la vitesse se determine de fa^on analogue, Hour un instant t 
quelconqur : 


„ dv . , tnf I 1 \ 

, = -ilv.7 , = -irrd 
d'ou i. *f, + n 

* V ,A "> / VJ t) 

V , 

I'.niLn v — ■ - nt expression dou Ion dtdinl b dislaitce parenurut : e* | v(l)df 
( #0 

= j -^dl soit x = TVJn^l + j\ 


l + i 

T 
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Dorm i Timtant t = t, La volt one auraparoourii une distance ; 


(/= tvjni = ~^)r \2 ■ 

* Mt 

Soit mjm£riqijement d a S87 m. 

D'aprfes les talaris precedents, la vitesse decrait mais ne tend vers s^ro que pour t t«n- 
dant vers rinfini, et jr((r w) -~+ +w, ce qui est nianifestement irrdalisle. 

Gda provienf do * modelc * choisi pour ^presenter les forces de frotternents 
(/ = -Jfev 2 ): 3a force de frottement tend irop rapidement vers afer© atut basses vitesse*. 


■ X-E. y tvt : 


@ Mouvement sur un axe dans 
un champ gravitationnel 

Line partkute de masse m est assujettie i w <14 pla- 
cer sans frottement m m axe z i, Elle est soumise T r r 

I la reaction de fas# tt ay champ gravitationnel de l> \ ^ 1 

la masse M (fixe) places ay point A, On note 0 la o ! n 

distance de A a text fz. + 

A finstant initial t = 0, la particule se brouve en * 

0 (projection de A sur l J axe) avee une vitesse ; 

Vo - v Q u* (v* > 0 ). 

1* Que peut-on dire dti mouvement uLtirieur de La particule ? 

2* Dans ie cas ou le mouvement teste bom4„ determiner ses caractiristigues lorsque 
la particule reste localisee air voisinage du point 0. On notera T 0 la periods d'un tel 
mouvement et on en dormer, a depression, 

1 Solution 


1. Le mouvement fdktuant sans firottements, appliquons le theoreme de lYnergie 
dnetique. La seule force tntemniiu dans oc rhCorinw correspond I (interaction gra- 
vitatioimelle cut re Its masses M Cl m. 


Cette interaction est associee a une 4nergie potentielle 
£ ( , donnee par t expression : 


On a done -mv 2 





r 


%Mm 

r 

- cstc = K. 



T 
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Li constant? cst dftfrmin« par ks conditions initialed : 

mi™ 

iTaa _ wi.x ~ ~ ~ : hi _ 

9 


i I = (!, v = i',, g no - nf t* 

2 r 




_ . FJ . . J mMf, (J’i (n 

Le qui s'ficru enoort v* - v£- =—p [ 1 — I (I) 


Cette quant ite neste positive dfe que *4 > 
v de I .i vitcssc dbfipie scion i 


vt = 


mu 

a 


II apparait ainsi ui» valour critique 


Pbur r n = v t la constant? K a une valeur nnllr, vc qui doune dans lv ca$ v 1 — v* ■ j^- J, 
et h parricule vj a I'infini oil » vitssw Sannuk, 


L’eq nation (1) devient : 


^ = (vq - V-) + v: 




( 2 ) 


Lteu* eas son? alors envisageabtes ; 

■ w 0 =- v t : d’ou v 1 ^ 0 pour tout r. La particuk va a I’imfim sa vitesse dianinuaut de la 
v.il cvi r v B a ki vakur 

‘ v,j < v L ■ La relation {2} fait apparaitre une vaieur limite r t derail la vitesse s'annule : 
r, est d^tini par 0 - + => r, = 




Dans un premier temps. La partkule se ddplaee du 
point O (vitesse vj au point B de cote % telle que 

; p = Jr] -a 1 <v B = 0), En « point, la projec- 


O 


F' B 


A , - ' 


tion F' sur l axe Qz de la force F n’est pas nulle. 

3.c point H no wtrctpond pas a unc position d’cqui- 
lifore cl la particule va rcbrousscr chcmin. 

Elk repassera aux memos points avee, d'apifcs (2>, une vitesse de mfrne module mats 
dc sens oppose. Elk dkrira finalcmcnt tin mouvcment p&iodique cntw In points 
extremes B(z p t el B r (-z p ). 

2 . u mogvemcni dtvmi rc$ler bnrni N c(la exige Vp < v . 

IE s'efkctuera dans un voisinage du point O d'autant O M 

„ V,. “ 

plus red uit que le par ametre p « — est petit devant 
t’unik. En efliet h on a : a < r < r. « ;■ 

i-n 2 

1 Equation (.2 i se rbfetit cn function de z sdon { t 


Ja z + z 1 etv - i)j 


i 2 * + 


Fi 


P) 
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Et pour |.s| « a cm a 


H 


' -5 


(3) devient-,. a I’ordre emskkrt* ; z 1 + zr~^ 1 * (4) 

la- 

Cette dernicre relation s'identilie k r^nation Bergen que d’un oscillateur harmoni- 

V 

que litre non aaworti de pulsation propre = —=^ ■ 

./hi 


Soil une pdriode Tr. = — 

r 0 Mn 


T 0 = 2 x- 


i J 2 


Remarque 

La solution approchec & ( 4 ) est s(x> - — sincu^t puisque±(C) = 0 et jt(Q} * v 0 . On 

“* ~ v Q 

eat bien dans Le cadre des pet its mowvements pour — « a- sou encore i 


— « 1 
Zi 

A 


v,| « v ( r] « 1 coitime il se doit). 


Particule dans une cuvette 

One particule M de masse m petit $e d&placer 
sans frotte merits sur tin cercle vertical de cen- 
tre 0 et de rayon cr, EUe est reliee au point A 
Ee plus haut do cercle par un ressort sans 
masse, de raideur h et die longueur A vide V 

On note 0 Tangle (Ox, QM) et on prendre 
-rc < &< re. 

1. Justifierque La position 0 = 0 est UK posi- 
tion dequitibre Etodier si implement sa stability. 



1. a. Determiner, par application du theory me de L'enengk cinetique, Tintegrale pre- 
miere du mouvement : 


+ 1 |jSr^ 2 fjeos | -jngooos^j = cte 

b« Oenombrer Les positions d'equiUbre possibles pour la masse m. Tracer les courbes 
dormant jfljJ [pour era fonction de ^ pour des valours de la grandeur ^ 

egatfis a D, 5 puis 0,8, 
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3, a, Etudier la stabilise des positions d'iqiuUibfe 0«*O lorsqu'elles existent On 
verifiers que l 'on a : 


*%) 
d lV ;l 



b. On fait ^ . 0,4. 

to 

ocj Represents la function 0 -4 E p {0) pour dis valeurs, de ^ egales I 0,2 ; 0,6 
puis |. ConsmenteL 


P) On prend ^ = 0,2, Determiner La pulsation O dies petites osriUatBons par rapport 


a ux 


positions d'^quilibre stables. Donner la valour do O en fonction “ J~‘ 


■ Solulioh 


1* Le point B ( 0 - 0 ) consume unc position 

■+ 

d^vUibncpojrlaqudleh reaction normals Rdu 
support s’ajuisw pour equtlibrer taction do poids 
4 -j 

F = mg jj t et du ressort F = -Jt(AB - ^)u x . 

4 — *■ — j — i 

On aura O - ]i, u r + mg u . - it ( AB - l 0 ) u K . 


Ibur^ludicr la stability deal equilibre h enviia- 
geons un petit d£pkcemeni par rapport & ceile 
position et appiiquons au point materiel le 
theoremedu moment dnetiquf hi point O (on 

elimine ainsi lit reaction R qui passe par O), 


= OMMF +mg) fl> 




Oil (FfO) - rFPi;i>0 ir 



On a OM a mg - -fnjtflsinOr^ 

— ^ ^ -* 

et OM a F ■ iiF sin ^ u z 

oil F = HAM - y (F > 0 pour AM > l Q ). 

L’eq nation (1) s'^crit alors ; 

0 

nra - 0 = —mga sin 0 + kai AM- l 0 ) sin-- 

ll sufft! aiors de se limiter a us petites valeurs de 0 (0 ft| = 0). 
Ainsi ay premier ordre en 0, le second membra s'ecrit ; 

- rnga O - k a [ - AM (0 = 0 > ] ^ - 
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On a done, I cct ordre awe AM (0 ±± 0> - 2a : 
ffw*& # - mgaQ - Jta( - 2a)| 

c ' Kt ' i - liire: • = 

La positron d h £quilibre 0 =■ 0 esc stable si l iquation prilc&Jcrite s f idcntific I edlc d'un 
oscillaleur harmonwiM, Ct qui t$t le at pour : 

mg > k\ a - y |. 


Conclusion 


* Pour i„ > ta, 9 - 0 «t (a u jours unc position d'dquilibrc stable, le poids ct la 
force du ressort agiswnt dans le meme sens (forces de rappel). 

* Pour f 0 < 2a, le poids (force de rappel) et la force du ressori ugisseut en sens inverse. 
Deux eas peuvent aLors se presenter : 

^ > I - i 0 = 0 stable 
ka 2a 

7 ^ < | - — 0=0 instable, 

ka 2 a 

2. a, Le mouvement de M s effect want sans 
frottements, il y a conservation de I’cnergie 
m&anique E m = E 4 + E^. 

LVnergic antique do point M $e d^pla^ni sur 
fare de cxrctc de centre O s h #crii simpkitieni : 

E ( = lmfu0) 2: = IttmW' 

fpuisque v = iJ0iv H ). 

L’energie potentlelle a deux origines, I’une liee a la pesanteur, I'autre au rcs$ort» dou ! 
E ( , = E p (pcsan(cur) + Ep(rcSioTl) 

Epfpcsanteur) = -Jiijr (originccn O) 



E^reswrt) = ] - k [AM - / 0 J J . 

0 0 

Or AM - 2 AH = 20Acos- = 2a cos - (-re <' 0 < re). 

j r 0 

Fmalement : E p {0) = -mgflcos0+ - k' 2ncos- - I , 

La conservation de 1'^nergie se Lruduit aloes par r^uatfon : 



Cl) 
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Exencke no 


2 , b* Lcs positions, d'dquilibrc oorrcspondcnt id aux extremums de 1 Anergic poten- 

d£_ 

rielk EJft), Lcs vabre d* 9 <h<fcN«s Anient done -r/ = 0, 

do 


Soit : 

Soil encore 
d oil ; 


/ fl \ ft 
mga si n 0 - Jtf 2 a cos ^ - J 0 jasin - - 0. 


2^psm-cos 

it 2 


ft . ft 

l«J5- — JgjSin- = 0 


e H- 

h f['' -^ -?}“!] = 


La solution fl, = 0 est toujours po&ilkn d b 4quilibre (stable ou instable). Ilexiste deux 
a Litres posii tons d’£quilihre Sj et -0 a illation l 0 = 2[ a- ^ |es>s--- admetdes 

solutions ] JVtx @ 2 e I'D, Jt) el done — 1 e , 0, ^ j 

El I'lHH done que I’on jit < 1 - -r^ soil ^ < 1 - — - 
la ka fra In 

Pour que cette condition soil realises iJ e$t done n&essaire que I on ail < 2a. 
Conclusion 

Doniainc (T) : trois positions d'&juilibre ft, ’ 0 Ct ±ftj 

avee cos—- = 


L 


/ i-f) 

[^omalnc @ : one position d^uilibre ft] = 0- 

* Combes |0 J ■ / [ t-^ 1 pour -- = 0.5 puis - 0,8 : 
^ L*nj~ 2.fl 2 a 
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3. a. La stability de la portion d'&iuilibrc 0 - 0 a depict cm dice (<Cjf, !■). PINOS' 

noiuabrt dans ]e cas oil ^ < I- - ei la position d’&juilibre 0 = 0 2 - 

V etude de fe stabLIili pen? sc few cn d^vdoppanl la fonetion E p (0) aw voisinage dc 


0 = <? 2 . On a aimi 


tlE \ i d*F \ 


dEj 

d 0 


• j - 0 puisque flj cst unc position d’equilibrc. U nous font alors caloric? la dtri- 

H'j 

vi€- ICConik de Cette Cnerpe potent tele. 

e 


dE ^ r 0^0 

Or ‘-j^E = jft^rtsinO — tul 2cietis- =■ Jp.lsin- 

dE 


0 


- ( »r^d - Ed 1 ) sin 0 + Ed I g sin - 


d h ou 


<*% 

de* 


-‘■fe-'H+H 


Determinom enfin repression de K 


do - 


I 


avec cos 7 


2 if 


K = ka 1 ] 


[ 0 2 1 

|-=COS0 2 + cos^ — i 


! ['-s](- 
k = * 4 i 'S ( 1 - 2 “ s 1 


_ fflyj 

ka 


* COS : y 




K cst JcJini pgsitif et les pg s i e io rts d c q u i I i b re ± B »nt bicn stables lorsqu’dles raistent. 
Conclusion 



3« b. a) Rcpr&entons la fonetion 0 — * 
m = ^ * -^ cose + 2 [ cos ! 


G f ,{0) f soil encore tcf. 2*3,.) : 
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Exerdce uo 



■ Pour it = 0,2 on a bier* < I et k graph* confirm* qut 0 = 0 cst une 

ea 2# 

posii'ion d'cquiUbrc inslab]* (maxi mum local dc Ep) afore quc les vakure ±fl 2 dc 9 
corresponds nt atix minimum^ de son! sJables. 

■ Pour tj = 0,6 on a ^ ■ 1 - — et ks valeurs 0, et 0, = 0 teconfontirnl. 6 = 0 

fed 2fl 2 1 

est stable, itiais la cuvtitc tie potent kl di J esr pas harmonique au voismage de 0 = 0. 

* Pour fi - 1 il vient ^ > I — - et le graphe nous montre qull n'exisle quW 
Art 2 tr 

seule position d’tiquilibre 0 s 0, et qu'etle est stable, 

3. b, [Vl Pour — 1 = 0,4 et ^ = 0,2 les positions dkquilibrc stable sont ±0 3 ^ ; 


cw y = 


la _ tM _ 1 g _ 2rc 
mg ~ 0J& ~ 2 ^ 2 3 


D autre part, K = ltd ^(0.2 - I )cm y + 0»4 ctw ^ j - ka *[ 0,4 + 0,2 1 - G.6JU 2 , 
LVnergi-e potentielk d^velopp^e au second ordre en 0- 8 t donne - 
e, * EJBjj + kce-e^ + oKB-ej) 1 ]. 
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Et ]j «n«rif3iicni dc ]'£ncrgic s «rst i cct ardre : 

+ ^K(fl — 0 j J J “ C<si‘i-^,iirt|e. 

— 3 if 

Soil -encore [(6-GO] + - comtante. 

* ma 1 

1 1 j’agit Ja de l iquation £nerg£tique d un oscillateur hammmque de pulsation O tetle 

n , K 

que ; Lr - — - ■ 
ma* 

Q’od fl 3 = 0i6— ■ ^ 

in 
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Electrocinetique 1 

A ■ Regime continu 
S * Regime transitoire 


Regime continu 


Intensity dans une branche 

On cortsid&ne Le montage represents ei-desseus. 



1. Les deux g£n£rateur$ £tant parfaits, determiner le courant i l Iraversant 1 e resistor R, : 

a. par une methods directs ; 

b, en cakuLani les contents imposes dans R t par chaque generateur suppose seul 
genlrateur present dans te circuit : 

- generateur E seul : alore 1=0 {ce qui correspond a on circuit ouvert) : 

- generateur 1 seul : alflrs E = 0 (ce qui correspond a un court-drcu.it), 

2. flue devient le courant ^ si on tient compte du caractere non parfait du generateur 
de tension E (on ajoute une resistance rer serie avec Lui) ? 


1. Ce fa-ul saVoir 


* Circuits Hneui res en regime coniinu. 

* Thtortnw de superposition, 

12 , Ce faul co mpr eJirfre 

I* a. Or ncmarqucrs quc les cou rants travcrsunt R, el ft 2 son! p.irfaitemcnt definis k 
part ir dcs resistances R } et R, et dcs genfratcurs E et L Ils nc dependent pas de R 3 et R,, 

bt Lc circuit lines ire camporlant deux gemcrateurs psrfaits (fun de tension R I'autrc 
dc courant I), ^application du theorems de superposition pcrmel, dans efiaque Css, 
d'ahoutir j un circuit plus simple. 
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2, On pourra partieHeineirt se rainener au L. en notan t w la tension aux homes dw 

g£n£rateur de tension imparfait. 

Dam les deux cas, ladder mi nation do gmcrateur equivalent aux bomes dc R, nr 
para.it pas tetsjwdkiewsc, car elk fait disparaitre les ckmcnti di iymdrit tntit 

les quatre resistances, rr 


Solution 


1. a. On pent tout d’abord remarquer quo les courants i, et i\ 
traversal*! 11, et R 2 ne dependent que de Eel: l et pas de R, et R,* 
On. a en efifet : 

i, = r- + I flu[ dcS nccuds cn Cl 
et E = k,j, + Rwj . 

Dou en eliminant i 2 entre «s deux equations : 

E ^ R 1 1, + Rj( i fc + 1). 


Done ; 


E-1LT 

k 7 ^t 


A 

u 

It, 



R, 


•In 


I 


C^tnmeniairei 


| -QuandE = R ; [, ioui le courant I passe dans R, et on a bleu : «, = Q. 

- Lorsqu* la br-anehe BC est cniverte tRj. — » il viem eonmie 11 se dolt : q = - L 
* tin fin, si La tranche AC est coupfe (R, —t <»), j, sOa que redonne La, fonnule (L), 



1 . b* Tous les elements du circu it sont lineaires. Le courant dans une branche est done 
une expression iteiredo forces ilectromot rices et descou rants des giiterateurs auto- 
names. On a done ici : 

i, = txE+ (it 

avec a = -j ] et fS = -p | 

£ ./] , f) I ,'f. , n. 

ce que Ton peut encore noter : 

’I = * i 4 O 

ou i\ = tj)j m0 ct if = 
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Exercice 


~r— -n 

L 


■ ■! 

R, 

:R 4 

R, ; 


O 

© 

<: 


JM 

R, 

r 

Rj 

J 



I i eteinit * E * £teint * 


II, 

=> »i 

R, 


Calcul de i{ : I danl « eleini * p le mime eouranc r ' paremirt ]« resistances R 3 el R JP 

'. I ' l l i i : 

t = (K ' + | y‘i fl r <-^ 

Gakul cte : E « etd.nl » correspond i urt court-circuit. Les. resistances R., et Rj «i 
pora]]clc »nt parcQurues par Ic coo rant total E. 

11 eti est de memedes resistances R, et R, : 


] 

-CD- 


R, 


d"tm le rtisullut : 


U - — R , J 7 Ct 


1 = ^ 


u_ 


R , + R 


2 


Ccntmcrtiaire 

On rclmuve le resultat dun pont diviscurde cnurant. 
Le oourant total chenche a done pour expression : 

_ E-Rjl 

: 13 _ mi: 
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2 , Le schema du drcuit devient (le g£i^raieur de leusiM n’est plus parfait et il font 
lenir compile de $a resistance iniemt r) : 



Notons u la tension aux homes du g^nerateur. Le calculi de i , en fonction de u et 1 nous 
famine a la question l, d'oii : 


_ u- ft 2 I 
1 " R, + R 2 


{ 2 ) 


Pour determiner u, il faut connate re le couranr i t traversal r. 

Or i f = i f * if. 

II faui done caJcufer i 4 . Mais la configuration k 4 - K, est identique & celle ft, - R 2 au 
changement pres 1 — » «* L d’oto : 

, u + ft, 9 


soit 


m-Rj[ u4R,I 

ftj + ftj ftj + 


Et pour la bran the BA contenarat E 


So it encore 


u-ftjl M+ R,Ll 

a = E - i, r ~ E - r I — + k 

J R ! 4 R j Rj+ft*f 

"[> + Irtht, + rtU}] - E + 'idM 1 <3) 


Et en reportant dans (2) la valeur de a, E:ir6e de i'expreubn (3) . 
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Estfirdce 202 


© Association en parallele 

Determiner ['intensity du courant passant dans la risii stance R*. 


R i 



* Reprisertlatfon de HitfxTnin, dt Norton d’un u^ralcur- 

* Font diviseur de eouranL 


ru s i] faxtl coxipreftdVe 


Les braneberncnts clant paraLlfclcs, on chcrchera a subsliluor aux ^nlnteun de ten- 
sion dcs gcniraEcurs do conrant- 

I! sera aslueietut do metlrc le montage sous La forme d’un diviscur de courant. 


■3* gojlltioji 

Trandormons Le circuit en re ntp]avi5.ril les dipoles [ E l? ftj et |H ; , R ; ] par les g£n£rt- 
teurs de Norton equivalents. 

Nous avons ; 
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Tons les branchements obtenus ttant paralitica, on pcut rqgroujper les g^raleurs de 
coumnt ; te circuit devaent : 


1 i 1 


T T 


R, 


“ *l> + * 0 , + 


Les conductances G, - C 2 = -* G 3 = cn paralltk s'ajoutenR d'oii 


Ri 


C ~ R “ G, + Gj + G s et 



Notons ; el Jt ks courants dans R^ ct R„ nous 
a von 5 : 

u = R 4 i = IU 
i; = f+i 


ct 




Gh 


G^ + G ^ G ^ +■ G j + Gj + G t u 
Or [$ = I 0 + G|E, + GjE 2 . Finalemcnt : 


In- 


? - 


t ([ 0 + G l E| + G a E 2 ) 
G, +Gj + Gj + G 4 




If I + !i 3 l 

R t l b l*i V 

± + ± + ±+± 
R, Rj R 3 R 4 


I POINT METHOD E 

Pont dmseur decourant 

Dans Le dernier circuit represent, on rcconmit un Jiv incur de eourant. 

■ Diviseur de courant : consid£rons deux, resistances R t et EU en parallel? sur un 
general cur de Oourant 


R,i, = Rjjj et [ fl = I, + fj, eequidanne: 


\f 

5 ft, 

■- Z J 

R* 


i - G ' 1 

1 



1 G, + Gi 


I 




ct le co ii rant ],-, sc disi ribuc dans les resistances en pro port ion de leurs con duct a nccs G , . 
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Ewfrice jm 


Ainsi pour dot. resistances R R N en prallele sur i lfl on aurait : 



i 


Le courant le plus important passera par La resistance la plus faibk (c'est-a dire cede 
de conductance la plusctcvecLce qui est bien nature!, 




© Circuit actif reducible a une resistance 

On considto le circuit represent# oi-dessous, On prendra : 

R = 5 Q, Ej = 2 V et E ? = S V. 

1. Determiner le g£n£nteur de Theve- 
nin equivalent eritre tes bornes A et B, 

2. 4h Fn deduir? La valaur de E pour 
U quelle Le circuit est equivalent 
(e ntre A et B) h une resistance pure 
R eq dont on precise ra la valour, 
b. ftetrmivet ce resuttaten faisant Line a rvalue directs de 1a condition (V A - V e ) = 0 : 
(co pour circuit o overt} i condition rkceisaire pour quo Le dipole soit reductible a une 
resistance (on adntettra que cette condition est suFfisante), 

Jl. Ce ^u J i] fantt JaV-oir 

* Association de resistances. 

- Diviseur do tension. 

II. Ce ^u*i3 fa-ki^ doMpreinJre 

1. Le plus rapjJc est de modifier le circuit de proche t -n proche, en utilisant les regies 
d association de resistances et de f^.m. et en tirant profit des modMes de Thdivenin et 
de Norton appliques & des sous-systimes plus simples. 

2* Le dipole AB £tant remptace par son gEnerateur de Thcvemn. Equivalent {E^, 
determine precedemment, il suflira danimkr E cl) {E^ s’esprimera neccssaircmcnt 
sous une forme lineairr de E,,. E z „ E et plus precisdment de E et E z - E,). 

Unc autre mfthode consi Meruit a traduire directement que doit s'an outer ou ce qui 
revienl au menu? que 1'ort doll avoir (V A -V ft J = 0 (co pour circuit ou vert). 
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I* Leigffl&aleurs (£| , ft] et [E 2 , R] sont cn scrie ; ih »flt done r£ductibles an gto 
rateur [£ 2 - E L 2R] : 



£. 


Ajoutw la resistance 2R en parallel? enlre A, cl B v Nous obicnons cn representation 
de Norton ■ 



2R 

I_ 


A, 


B, 


TT 


— 2R 


2R 


£ - £ 

awe | - J 1 ; ]es deux resistances 2R cn panttile soul equivalentes. i une seule 
resistance d ou> fin revenant a la representation de Th£wnin i 



avec R ft = (2R/^ 2R), 


Soil: Rq 


2ii 2R 
2R+ 2R 


E4:E„ = RJ = R, h - 


E,-E, 


2 SI 



E a = j(Ej-E,) 


A, 


B, 


Chapilw 2 - ELectroeinGtique ! 
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E*erctee joi 


Lc circuit initial dcvtent, cn utilisant lies resultais precedents : 



On refaii afors - comm: plus haul - ta double transformation : representation cfc Nor- 
ton, regraupemeiil des resistances, el retour it la representation de ThEvenin : 



K = J(E I -E,-2E>, 

Firulement, le circuit propose est Equivalent enire les borne* A et B ii un ^rateur 
(dit de Thevetiiti } caractErisE par : 

- une resistance interne k ( - 11^ = R =* K tq = 5fl; 


- une r.e.m. E e , } = = J(E a - E t - 2E) => = ^13- E). 



E, E 


2, a* He circuit se red jit a une resistance pure pour h = 0, soil : E - 3 V, 
11 cst a tors equivalent a une resistance pure Egalc k R = 3 0, 

2. b. Si on suppose nulle la tension 
(V A - V IS > _ amt bornes du circuit pro* 
post, alors aucun courant tie passe dans 
la resistance 2R m paralltle enl re A et B, ” F ' ] 
la tension k sts homes eum nulle. 

L> oil : 

(Vn-V ( 0 B = V B -V f . = E. 
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Or (divisetir de tension puisque t - 0 ) : 

JT 3 | 

(V A -V C :) co = jj^Ej-E,) - jtEj-E,) 
ou <V,-V C )„ - j(Ej-E,) = E=sE = }V. 


Resistances equivalentes 

t. Determiner U resistance eqmvalente des dipoles A-B reptesentSs ci-deswus, 
thaqiie tranche possede la memt resistance r 


a* 



octaedre reguLier 


b. 



motif infini 


Comiwnt obtemr - pour b. - ie meme tesultat avec un nombre fini N tie celMes r La 
derntere cellule Slant branchee sur une resistance R' a determiner 1 


'i 


2. |-^ — — =■ n cartes 



r 



r 


Le motif carte est tepStS ft foil en tig r>e 
et p foil en cotenrse, Les cStes A et A' 
sent infiniment condurteurs. On notera 
A. la resistance par units de longueur du 
fil utilise pour rialiser ces maiUages. 

Dlteruminer la resistance equivalence 
errtre A et B. 
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iLettmdnStique 1 (75 


>rial 


Exertice 2 m ■ 



■ loi-wax-j 


mi. Ce <{U ; il faul $aV*ir 

► tlcmcnis dc symdric. 

* Associations sdfic cl parailde de resistances. 


jll, Ce <fu 3 ij fau^ doMpreftflfrg 

fl n’esl gikne inidressant de diercher £ determiner lescourants traversant chaauie d« 
branches pour un coy rant d'enirde I donod 1] est plus rapide de teitir cample des 
sy metrics (out anlisymdtries) caractdrisanl cvcntudJcment le system® (ca$ a.) afin de 
subslirucr a *x dernier un systime plus simple, Le calcul de la resistance dquivdcntc 
s'cffcciuc ensuite par application des rifles ^association des resistances. 

II esi dgalcmem possible dc supprimer judideusemenl certains contacts ex bums, et de 
prouven pour le sys^nte ainsi obtenu, que Is potentids de chaque couple de points ainsi 
crM sent les memes.ee qui ddnonlie r^qtiidmce entre les deux systems (cas 2.). 

Enfin, pour les systfcmes inlinis (cas b,), on peut proedder de deux fafons difffercntes : 

— soil cn ctmside-ran! un systeme fun (de resistance outer R,,.}, et cn construlsant £ par- 
ti r de ce sysiime un Syslime simikirt mais eomportanl utit maiUr de plus [soil R H t , 
sa resistance). On cherche alors £ ftablir une relation de recurrence bant R i( _ L et H fl . 
La resistance cherche apparaii comme la limit* de R fl qiund n tend vers I'infinL Ainsi 
si: R rt+ , = /( ll M ;u R est solution de R = /( R) l 

- soit en apoutant un naillon an sysreme inrim consider* : on dbriem un systems tnfimi 
de me me nature... 


M*K. Solution 


M 


Point codes 

* A pro pus de la symetrie «t de I'anlisymtHrie t 

- Un axe A sera d l( axe de sy metric si la lopolo^ie du systimt est invariante par la 
hv metric dW A el si Celle ns 1 metric nc modi fie pas le sigAt dev COUrantS d'enlree 
et de sortie. 

Les courants sont alors a repartition sy me t r ique par rapport a A. 

Un axe A' sera dit axe d^utisy metric ri la topolofit du systtme cst invariant* par 
la syitiCtrie dW A et si cette syinetrie change If signe des courants d’entrie et de 
sort ic. 

La repartition des cou ranis est alorS aiuisymetrique. 

Pour les potentiels, on peut remarquer que les potent iels aux nceuds symetriques 
sont opposes (pour des potentids cn A et B qui le scraieut). El en re h Lilt t que les 
potent ids des mends appafienartt a A' .sont nuis ft de fa^on plus generals egaux. 
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1. a. Le plan EFGH est un plan d'arnl is-ynietri-e pour Da dis- 
tribution de courants. 

On a done: r(A — » G) = i J (G — > B). 


D'ou V- = 


= Vc = V r = Vl 


Les branches EH HE, HG el FG nc sont ptrcnirucs par 
aucurt coomnt 1 1 rote done quotre resistances El' = 2r en 
paraJltle, d’&h ; 


1. b. 


1 _ ± 

I " It ' 


it 




;a 



1 Point meth ode 

■ On a eette fois-d un molif theoriquemenl inlini. Le plus simple consist? it rentar- 
querque I on nc change pas la valcur de la resistance eqitivalente en ajoutanl- en 
amont - un maiiion supplemcntatrc. 

* On pnurraii exilement iitablir une reDatinn de recurrence sur la suite R J( den resis- 
tances ^quivalentes associ^es j des chaines de n mailJons. La resistance ehereltet; It 
est Ij limile de R„quand w —* +«+ 


Erwisageons la premiere methode 2 
On a: 


De m£fne t 


t A' A 


B r B 



On a done ; 



Doi* 


R=r//(2r + R)^R = r 1 ^*^ (1) 


UiapEtng £ - 


FledrocaneiSque l 


erial 


Exerdce hh 


Exercice zm 


La resjilanct chcrchte «t done solution de liquation .; 

R 2 + 3rR - 2r 2 + rR=>R J + 2rR - 2 r 2 . 
Soil encore : (R + r) 2 a 3r ! el R = - r + Jlr (R > 0), 
Einalcment, nosis obtenom 

R = (Jj- |) r 


Commentates 

[j deuxiimr mithode-ouiiKiste j rdscr R, i R„ t , . 



On J i1i>iiv : 

H y + , - (r/M^r + R,,)). 

«H*1 = 3r ^ R ■ - W. 


Ij resistance iv3lrn.tr R dun systfrmr infini esl alms ttonrufe par la solution de 
I’^lnai iujl : 

R = rcRi. 


SniL ici ; Its 3r ■* ft) - r( 2 r + R) => R J + 2x R — 2r J = 0 => { R + r) 1 ■ 3r* 
« R * - 1 ), 



Considcrons nontenant unesfriedc N cellules branchic sur unc resistance R' ( soil : 


R' 


N cellules 


II suffil done tie prendre R' = R pour que la resistance £qu [valence vue mtre Irt 
points A ct B soil epkment R„ En effist, on peut aloes remplacer R' par la chalnc infi- 
nie cludi^e preeedemmtnt- 
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D'unc autre raanitrc, on a : 




, _ r(2r+R'; 
' = 3r+R 


On j done R" = /(R'). Or R esl solution de : K = /(K ) (ef. ( 1 )>. 
Le choix R J - R implLqut done R" 5 R el de proche en pioche : 
R En ) AB = R eomme il se doit. 


L LesdroitesAet A* ctanl injinimeni conductrioes.oUos constituent dcs lignes equlpo- 
tentieties non resist ives. Decomposons le systtme com me rindique b figure ddessous. 

On a wpprinii l« conticti (Pep P'l ( P* , P^l, «l«, 



lien results que; V(P„) = V(P') = V(P*) = V{PJ) = ... 

On a de mime : V ( S a ) - V ( S( ) = V f S' * ) ^ V ( S [ ). 

Le spltme considerc est alon Equivalent I cdui propose duns lerorci (on peut rclier 

les points mi mime pokntict P D et P, > S^et SJ , ,<< t P'j et Pj Ntt ,K 

On a done en paralltk p rangies de n losanges et deux lignes droifces 00' el ffi. 

Or 


<20 OO 




avec IV = {2r ft 2r) = r=s K (t ranpk) = nr 
et rangies en //)• = ^ ou r-«X. 

Deplus 0P (I = IP 0 ^ ct r(OP 0 ) = ^ 

D'oti RrOO'l - 2n-^ s 

/2 

Finakmcnt 



aterial 
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Generateurs ou recepteurs 

Le ci rCLiit represent# d-contie comprend 
aecyrnuUlews et A z de forces #lec- 
tfomotrites ;E, et E f et de r#si$|#nct I internes 
r, et r v Ces acomtuUteurs sent benefits en 
parallel? sur le resistor R do rut on peut fairs 
varier la resistance. 

On cherche a determiner, selon les doroaines 
de va leu rs die R„ le type de function ne merit de E L > 0 et E z > 0 

chacun# des sources [g&nerateur ou recep- 
teur). 

1. Justifier que Ton peut se limiter an cas E 2 3= E t - 

2. a. On suppose E 2 > E t . 

Que se passe-t-il pour R -jO, puis pour R -> “? Mettre en evidence ^existence 
d'une valeur critique R if de R, Conner L expression de R { . 

b. Cue se passe^t-il pour = E. ? 

c. Condure, 

3. Reprendre L'^tude d'un( fagoti plus genera le. 

V Sojnlliojl 

1. 1j permutation ties indices i 1 * et * 2 « nc 
change pas Ic probHimc physique. On aura done 
int#r#t A choisir ties notations raspectant cede r » 

<■ symetrie » (courants r ( et hh 

E, i 

Du fait memf de cette « symetrie on peut imposer des le depart E> s E 
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Le ea$ E, > E t s’en d6duk tmmgtfiatement eti permutimi les. indices 

Remarqjuons de plus que i’accumulateur A 2 se comportfrs elfectiwinenr comme un 
generates si i, (td qu*i] est not£$ur la figure d-dessus} «t positif. On sera done ament* 
ii ealculer les courants 2, el i z et 5 disculer Icur sigiw, 

On peut fitment determiner la tension u aux bornes de R, le signe tie r, et de i 2 e'en. 
d&Juiunt par simple comparaison de u k £, et E, ; 



2, l, * Quand R tend vers one valeur mille (court-circuit pour R ^ 0 } tout sc passe 
-ilia Unite - comme si les deux mail les £taient d&oupldes ( w = 0 et l = i, + ) ; 



* Pour R-»» (branch* R ouverte it la limits)* les den* aceumulateurs tendent vers 

line situation oil its sunt en $£ne et en opposition : 



Ccst cclui qui posiedc la Ivdm- la plus grande qua aura un function ncment en gen^ra- 
teur, te deuxibte jouant le rdle de rdccptcur, d'oii ; 

Ej > £, =» A] = gfnfrateur et A. = r^cepteur 

R =# «5 

Ej =■ E| =S awcun courarit ne traverse A, et A f (i ( ■ -j’ ? m 0), 

* Resistance critique R c : 

Leiameri descas particulars ll -» 0 et K ^ +» a misen Evidence deux £Lats limites 
du systeme ; 
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Or b couranb son! ties fond ions conlinucs de ft. IS exisle done (pour E 2 > E| 1 tine 
Vittemr critique R f dt* R telle <jue le systtme ess dins one «n%uw!«n dw type m 
pour R < R t . et du lype (IT) pour R > R c . 


La viilcsir dc s'obt'icnt cn rcmanquanl que 
pour ft =■ R l , 1'accumulalcur A, n’est traversi 
par aticuTi tourani (Ej > E|)i ee qut corres- 
pond au passage de A, tie I’ttflt gtfneraieur 5 
I’eiat receptevr. On a alors ; 

w = E, eL u = Fj- — i — (dmseurde tension). 

L • i r 2 

„ K 

D ah : F_. = E,——— — - 
' ^ +r 2 



soil 

Ors a done : 


R c 



pour E> > E, 


A| g^n^ralcur A, r&cpleur 

-l * — l — — ■ - ^ ^ — 

0 Aj gen^ratem* R c A 2 g£nfratrur 


■* E,>E, 
R 


2. b. Puur F.j = E, * tes deux aceumulaleurs tundionneni en ^ratewr (fairt 
R c -* +■= sur le diagramme prudent), quelle que soil la valcur de ft, avec : 

[>!>(> cl i 2 > 0 pou r r , ^ r j. 

[ r | = j 2 = 0 pour t ! = r t {cf symdtriedu circuit}. 

2. C. Conclusion : 


Enposant ft^ “ — * onobtiert* 

tj - t ( 



R > R t 

A, n^deptrur 
Aj g£n£rateur 

i t <0 
u > 0 



A, * neutre » 

i, = 0 

Ej > E, 

R = R c 





A 2 g£n£rateur 

p\ > 0 


R < It 

A, genfrateur 

i, > o 



Aj ginirateuf 

Pj > 0 

Ej 

Pour E f > E lfc on permute les indices * I » cf * 2 *■ et devient R' = r, ■- - ■ 

B|- b 2 

F, - Fn 


A, et A, 

a, > 0, i> > D pour r, # r 2 

1 "l a '3 

gencrutcurs 

r, = i 2 = 0 pour r, ■ r 2 
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3. Determ mons dans tin premier re nips la tension u aim homes de r. A ert eflfct, ks 
branehements itant plutdt du type punalkle, il semble j udkienx de remplaeer ks accii' 
rntdateors A, [E, „ r, ] et [ E Jn rj par leurs representations de Norton : 


I 


■i 4 > y (p t«. 



, Ej . Ei 

On a r., = =— et a* = — < 

* l i\ r 3 

Soil encore, en associanlt 3es deux generaleurs de couranl et en remplayant ks conduc- 
tances b -J-, g 2 = i et G = | en parallek par leu r conductance tiquivalente 

r , 1- 

Gf < R e ' 

G^ = * G - soil : 

R ec] r 6 r t It 


h m k+k, E r + t 1 £i e i + £j e i- 





Nous obtenans alors h - 1 0 ; d’oii h - — — - k 1 0 et : 

( Vi 

S i * Si +• G 

* Pour determiner k type de fbnetionnement de L'aeeumulateur A s , il soffit alors de 
comparer u il E, , 

.. f . fiEj+^Ej r ^E 3 -(gj + G )E, 

l. /f tf — 1 1 — _ ‘ " 1 1 — S " 

fr + ij + G £i+£> + G 

Lecourant r, est donn^ par f, — — (E,-h) = 

A, ffinclitntnrra en rfccpteurdis que ij est n^gatlf, c’est4-dire pour u > E, , soil pour 
£> 


E, < E 


S Z *Q 


(1 ) soil encore : 


tfi n u 

E 'U*srr=*ii E ' 


E„-F. 
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Eaerdoe ms m 


* Limitons pour ELiislanl 1'dtude m cat ou E^, > £ t ; it vititl abrs (E t - E t > 0) : 


- pmar It > r- 


A, receptew et A; nlcessaireniefit g4n4rateur 


J E a -E, 

(Au moins run des aceumulateuri form ion rie en quimd b ooutttit* sortit 

non nuts. : il font fi&umir IVnergje dlssiple par effet Joule darts les nfcistors.) 


E, 

- pour R < r, - — — :A, p4n4raicur Et il cn est de rafene de A 2 ,A 3 foncti-onnant en 
* t r -t| 

S\ 

g4n4ratcur d4s quc E 2 > E, (on a permute les indices * 1 * ct * 1 * dans (1 }, oil 

fi +(j 

I’on a change k sens dc Hncgaliti (nfwprcur — » gtfndrstctir)}. Cette relation est auto- 
fnatiqucment vcritiec pour E, > E { ; 


- pour R = f J — : it nc pear ducun cqurant dans A, (i , = 0) et A 3 foqctkmnc en 

" E;-E| 

genera teur i E> > E, > E, L 
V f| + tj / 


Doli Les resullals aveu R £ - r\ — 

E-> iE | 


A ( generate nr A, r4cepteur 

h \ > (Ej > E, ) 

0 A 2 gdncratcur R e A : gnirWrateur R 


* four E, = E. , on a E. > E, — et E, > E. — - — , ce qui nmontre aue A. et 

A, sc component en gen4rateurs. Dans ce eas* ia valeur de R n'd plus d'importance. 
lous les cou rants sont mils pour r, - r 2 fsjrattme complement syrndtrique). 

On retrouve bicn toys les rfsultats du 2, On peut rcmanjuerque Pactum ulateur de plus 
grande f-4-iti. (onebow iquemt nl en ^n4nHt«r t tt teci qutllet qu< soicnt ks 
vaLeurs de IE r, et r»... il est done normal que A, el A* soitnl glrkraicurs lorsque 
E, ~ E. . 


Vote electrifiee 

line Locomotive lledrique est atimentle en courant conti nu. EaLimeniMioiii est ria- 

Lisee p=asr des sous-statians S,- distantes de D. 



Partie 1 - Physique ^ PSI 


Copy rig ht&d material 



Ces sous-stations reliant les rails {au potential 
mil) i La catenaire AB. Oiaque source 5 t - sera 
represents® pr un generator ideal die ten* 
sion E (borne © du cotl die la cat&naire}. 

La motrice * M » est breneble entre les rails et 
la catenaire, On supposes qua son moteur doit 



/ /)/// rad 


#t«i alimente par un courant constant I. 

Oe plus,, la cat^naire present® une resistance Linenjiie de valeur p et cm n^gligera la 
resistance des rails et des cibtes de liaison a la catdnaire. 


I. On consider® une section de ligne de longueur D aliment®® par deux sous-stations 
{cf. figure ci-dessus). On note x La longueur de catenaire slparant La motrice de La 
sous-statiom S v Exprimer la tension Lf aux homes de la motrice, et en deduire ia chute 
de tension AU = £“U, 


CaLcufer la valeur maxi male 0 maK de D pour p = 5 ■ l 0 * fi O ■ rtr 1 ; I - 800 A et 
(AU)„ - 4S V, 


2. One section de mime longueur D est - dans 
cette question - ailmentee par une seule sta- 
tion selon It schema cbcontre, la catenaire 
est constitute de deux His identiques AB et 
A'B' {longueur 0 r resistance Linelque p) relies 
aux extrimltes. La motrice est branchee entre 
tes rails et I'un des fils. 

Repremdre Les questions du 1. 

3, On revient I un system® de deux stations, 
mail avec une catenaire I deux fils court-cir- 
cuitis au milieu de la ligne. 

Calculer AU et 

Oue pensei-vous de ces trail system®! 1 


# 

— 1 

h * g 

4 

r T 

rail 

A 

n 

r4 1 

Hi 

Sj * "m 



I Solution 


1, £tanl donire Ic Scrtsdc E,la moirke absorbcra un courant la tra- 
versant dans k sens iixdiqik swr k desrin d-eantne (aims) h puis- 
sance ab&orbee Ul est bren positive), 

Ledispositif tfiudli $e i^tluit dortc au circuit ckctriqu? rcpnfscntf 
ci -desso us : 


px u p(D-x) 



U >0 
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Exercfce m 


Lcs deux resistances px etp(D- x) sent soumises & la mime tension E- U : tout se 
passe comme si die's etaient en paraUcle entre la motrice et une seule source de 
tension E. 

n 


R„ = P 


px + p{ D - 
A x(D-x) 


AU = pi - 


jf(D- jr) 


(AU = IK 


Commcntaire 

J On peuUussi calculer U en foiant le bilan des eou rants au point tie poiemitl It 

F. - u F. - g T * 


ce tpi donne : 


px pro - xf 


E-U» AU.I- I. 

px + p(D-jt) K1 


CeUf utfihode tomspond a, lapplkatioji du thloteme de Millfnann au point de 

pn|cn|ic| U, ,= 


Cette chute de tension AU esl bien Evident'' AU 
irtenl nolle pour x. = 0 c| x = D (pnweimite 1 
iittm^ditite des sous- stations c|ui. i rttposenl uii 4 
pot curie l E par rapport j la terre). 

Elle est jnaximale pour x = “ avee : 


AU mj> - ■ pDl 



LEoiupour AU MJt ike : 


U - D. 


Pour ilL, - 45- V, ilvient D _ - 


Dou = 4iS km. 


5 ■ 10- s k 300 


2* Pc la m£mc mauierc que pour la premiere question, redcssanons k circuit 
eketrique : on remarque que la resistance pD cst alors en s£rie awe p(D- x), ce qui 
donne une resistance totalc ^g,ale a p(2D - x). 
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Cette resistance p(2D - x) est cllc uncme en parallele awe la resistance pjc, d'od id t 

R = p 2 xiZ D-x) 

^ px + p ( 2D - x) 

_ p.vC2D-x-;i 

^ m 


Commcntaire 


On p*ul ay 5si rtmarquer, ert * (k pliant •> vers la dmite le fat A"B f cl eia ajoutant line source 
dc tension K en A' (pour maintenir son |MirniiH * H), que Yon «t«mw k montage df la 
question L, avee suuplcment 2D a La place dc 13... J 


On en dgduit ( AU = R r ] I ) : 


AU = pi ■ 


xilD-x) 

2D 


L 1 expression trtmv^c lei est de meow nature que ccllc clablic au 1*. D y dtant rcmplaefe 
par 2 D. Atnsi, utte lignede bngueur D pour le deti*i£me $yjt£me est fquivalertte h une 
* demi-tegne h. de longueur 2 D. 

En efftt, on a ; 


A P x p(2D-*> B 


to ©j • oi 




j /77777 



St rdsultc detelie remarque que L‘on pent reprendrc I application num^rique de la pre- 
mifcre question sous La forme ; 

<2D)^ = 4.5 km d'oti - 2,25 km. 

3. Remarquom tout dVborel que ta Symttrie dti spttme impose ; 

U{ a) = U(D - x) (positions sym&riques par rapport au milieu de la liyne), 

On pent done limiter t h etude & 0 « * y- 


aterial 
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Lc systemc propose -correspond au 
circuit rcprescnte d-coninc. 
Tninsiormons tie circuit : 


Les deux resistances 


Wf 


entre C ct 


B writ en pamltelr. On petit done les 
rempljeer parti resistance j| py^J.. 

D'atitn: part, les deux nccuds A ef B 
sant m rncnw potent id E : on pent 
done les amibndre (cc qui reviern a 
* rep&r *■ JceirCuil h ct SuppriitiCr unc del sources F. . 
O'oii le schema : 




D’imi ; 
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On eci dedust (AU - R ■ I) : 


ALT * pjc 


(2D-3 jc]I 


2D 


avee 0 * * « 2* 


Celle ehuie cSl miniate pour x Q tel que 

A 

dv 


-ji|jc(2D - 3 jc>] = 0 => (2D - 3x 0 - 3je l} = 0) mil x c - -■ 


La chute nuximiile de tension a pour vakur : 




p“(2D-D) 


et 


(AU^^pDI 


' m «* 2D 

Ce qua donne ■ 6,75 km, 

four comparer !c$ tioU$y$tfcme& tedessinons une ligne comporlant plusicur* sect tons ; 
* Systfcme (T) : (D - i t 5 km) 

D D D D 


CO| E E tOO|« E |OOl E =» C)i E ()| E O 


* Systems (IT) : (D = 4,5 kin) 



- Sysltme @ : ( D' s= 6,75 km = 1,5D) 





Les figures de droite jiepr&enteraient one optimisation do cout d^ablissement de la ligne 
[minicnLsatkjn do nombte de stations). Aina, ies systfcmcs (?) cl {Tj) stmt scmbiables 
mats (jj) n&rssitc dcu* fois phis de cuivre (ligne double). Le systems (fit) scinblr plus 
avanla^uK dans Ic sens o-i* il e*ifj,e moms de stations pour une mime longueur de lignc. 
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aterial 
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B, Regime transitoire 


® Bilan d'energie 


On re-Lse deux condensateurs (capacity £ et C, charges initiates respective* 0, 5 et Qq ) 
par Lins resistance R : 


1. Determiner revolution du systems et pridser Tetat d'equi Libre final 

2. Faire up bibn energ&tigue : on exprimera les resultats en function de t et C et 

des tensions de charge initiate U fi et U des condensateurs. 


1 Tension oux bornes dTin ccuidensateur. 

* Energie emmaga&inee diins un condensateur. 

■ 2, Ce il faui doJn^Teh^re 

L'ltat dVquilibre final correspond 4 on ccmrent imbet h lension aux bomsde cheque 
condensate: ur nfsullera de la conservation de la charge elect rique * emprisonree » sur 
Les armatures des condensateurs. 

Fiii re un bilan Crnergctique conslste 4 montrer quo la pertc d’dnergie ernmagasinccdans 
les condensateurs entre Ic debut et la fin est £galc (cn valcur absotue) 4 Fencrgie £let- 
trique absorbcc par la resistance et diwipce sous forme ihermiqoc (effet Joule). 


ties relations concerned! les condensateurs en convention recepteur, en not ant q la 
charge de I’armature par laquelle entre Ic courant a, 



II. Ce t^Vi] fa.xtl ^ayoir 


So]-a^joh 


i. 


* POINT COURS 


q = Cirl et i = ^ 

dr 



u 


Remarque : i et q peuvent etre negatifa. 
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Soil i Ee couranl dans la resistance R, Avec 
les orientations precipes stir le schema, tl 
vient ; 





djj 

l - ■* — r- = + C— - 
dr d i 

D'aprfes la Eoi des inarlki : 

- u + Ri + u* = 0 L 

On derive cette Equation, et on dimine les tensions : 

du _ d i did' . 
-■v“ + * -r- ~ 0 

df J t 4i 




So it finalement 




Ccst une Equation difftrenticlEe du l w ordre dont la solution genera le s'ecrit : 
jf(f) - Ae~ r ^ en posanE t = 

La valeur dc A <st d&emnintfc par ks conditions initialed : 


a = 

(d’tpiis ta Eoi des raaifb h ['instant initial les tensions aitx homes des condensateurs 
sont des fonctions continues du temps,..), 

Flnakmenl ; 


»fr) = ^(w 0 - “g 



lx regime permanent (f —*■ +«) correspond biena i = 0, 

q- q: 

sent u = u = 011 encore — = — - a 

CC 

Q„ et Q1 dfeigitartt les charges finales des deux Oondenwteuri, 
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Ill 


Point cours 

La Conservation de la ehiije empri.mmn ee eiltrt les Armatures dfij condensaieun; 
dieouk* de b dcltni t i on de / : 


= 4 q _ d£ 

dr di 


d'oii 


di df 


solt en int^rant qfr} + ^'{f} = cte. 


Cette conservation dcs charges Impose iei r 

Qo + Qo » -i + q - Q- + Q1 

Q-, Ql _ Q, + Q1 . Qo +■ Qo 
a “ c + c r ‘ c + c' ’ 


'-I- 

d ou : = — ■ = — — = 


El est alors facile d obicnir ] expression de 11(1), ntcc$$aireninit de la forme 
u(0 = (k+pe’^') (puisque ^ ^ et v&iJrant u(0 4 ) = u fl cl 

u(r -> w) - u.„, 

soit X - m„ et k + ]i - u.j 

cc qui impose : 

u(f) m u„ + (U fl - 

et Impression analogue pour r 
A]] it re dcs courbcs : 
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I POTNT M&THODE 

£tude ttu regime permanent 

Cn regime permanent confirm, im condcnsatcur sc comportc comme Lin interrupt 
teur ouvert. 

On obtient done pour t — > « 3r schema suivunt. 


On doit ddiiL pvojr i w — l) (circuit piivcrt) 
et u M = i£. 

1] cs-t toujours bon dc verifier que k comportemcnt attendu correspond bicn a 
I’clude mathematique faiic prdeedenimcni, 

2* CalcuLons les energies des condensateurs daml'etat initial ( t = 0) et dans 1'etat final 

0 —* -i-w) : 


w 


a 




On en d£diiE| la variation d'^nergie du sfsttme : 


AE = E f - E; = i(C + C')ul - ~C4 - 





DVutre part : JYnergie re^ue par U resistance a pour expression : 






'Q 
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soif, era rcmpla^jnl t : 

w, = i ^,[W,P 

el (Joi de& itiaLLtci : R^O 4 ) - u{0 + > - n'{0*) - u a u’ ) i 

w . ■ 1 ■ < >’■ 

On a Nco AE + W| = 

ou encore, a.vec le langage tie la thermodynamique et en notant U l 3 £nergie interne du 
systeme total (I’ensemble du circuit) thermostat* : 

AU = + Q rh 

iei W‘" = 0 AU = Q, k , 

Or AU - AE que Eon vient de caltuler {pas de modification de r*tat theimlque du 
systeme) 

soil AE * Q A =* O th = -W Jr 

Lit temperature du system*? Slant impotee, Eelfet joule correspond i un transfer! 
d energie therrmque au thermostat {Q d) < 0). 


HI Conditions initiates - conditions d'equilibre 


On dorms le circuit ci- centre, 

Four jf < 0 f llnteriupteur K est dans la posi» 
tion 2 r et Les deux condensateurs (de menne 
capacit# C) sent dec barges. 

A La date f = 0. K bascule de la position 2 a 
la position l. 



I K 


Determiner les vaLeurs des cou rants r, V et i" (voir figtjire) a la date f = e. e positif 
et tres voisin de tim. 


Au bant dun temps t suffisamment long [Les con rants fctant alms toys nuls} r L'inter- 
rupteur K bascule a nouveau, et reinent en position L 

Determiner Les vateurs des courants i, V et i" aussitdt aptes le hascylement de K, 
puis lorspue Le regime permanent est itteirt. 


1 1* Ce rju 3 i1 faut. sbl voir 

* Loi de continuity aux homes d’un condensateur. 
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%l. Ce fiiil dolupreJitf rg 

L’aertke n'est pas du uuldoiktoiit. II demand* dt determiner leu different es grandeurs 
(intensity ou tension ) en utilisanl b hi dt eontinuit^ aux faomes d’uti oondensateur (attic 
dungementt d'&als) ou les kjkdu rggime permanent (pour un temps infinimenl long). 


Solution 


2 


Point cosjrs 

lor^u'on baseult un interrupt cur dans un drCuil,il V a continuity de b charge des 

contieiLsateurs (<t done de la tension atot bonnes des condensateun), 


Par continuity de la tension aux borne? des condensateurs, on a : 

I tt(e) = pi(O-) = 0 
[tf'(e) = u'((H = o 



ee qui entrain*, puisque u' = Ri': f{el = 0 
D’apws la loi des mailles, E = Ri + u + u" d'ou 

El puisqut r = i - i 


■a t „ E 

‘ (e,_ R 



Au bout d’trn temps T suftisamment long,. le regime permanent est atteint. 


4 


Point cours 

En. regime permanent eon tints, Its eondenxaleurs St comporttfti eumme des inter- 
rupteurs ouwrts (intensity ms I lei. 


On a alors : 



PuLsque f = 


"(T) = 0 


d'ou 


n'm - c 
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el puisne E = Eli + u + u\ tf(T) = E 

On bascule aloe s I'interrupteur dans la position 2. 
Lc circuit dev if rtf : c 

■ a M A 


T 


On a done, par continuity airs born« dcs condcnssleurs : 
u(T + £) = h(T) = E 

tr'(T+f) * «'cn - o 

Onatouiours: u - R i alors 


On cn deduit 


r'(T + 1) = 0 


soil 

i(T+e)»-| | 


r (T *e) = - s 




Au bout d'un temps suffisammeitf long, un nouveau regime permanent est attnnt, 
aiors 


L = 'C =0 


d'oii 


t = 0 


soil ul = 0 ct w„ = 0 . Lfs condcnsatcurs sont d^hsr^i. 


# Deux bobines en parallele 

On ferme L't reterru pt^ur K I instant t - 0. 

l»Qn suppose dans cetle question que lei 
deo* bobints sent identiques (L, =■ l ? = L 
et r, = rj z r). Determiner les courants 

Muhin et mo* 

Cemmenter Ses nisultats obterms. 


to 


1 lt ‘ 2 
k' h I Lj' h 


L L, 


2. Mime question dans If cas ou L, * L f et fj* avec cependarrt — = — = t, 


On pourra igalement poser, avee R, , = 


Comm enter. 


F i * r i 


r = 


. R 
^ + R 

K il 




R + R. 
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3* Ort « place doormats dans le cas g£n4Tal et on pose : 


L. 

T * = 77 


" !? 


T , s b « 


T *“i 


i '? 

a. Conner He system? differentiel du premier ordre verifie par le Couple- de variables 
Out peut=on err deduwe sur La nature des solutions en !,(£). et 
i{ £l? ©n ne d£veloppera pas les taleuls. 


t 


b- On forme ci-dtssous Its court) es — ^r ; (f) P * r ? (f] ft — -*i{£) poyr 

T i T i T i 

E ft 

r l = r j ; — = 1 A ; i t = SO L : et dif Fireflies. valeo it du paramitre tj = - : 


t 


'i 


r i 



Fig, 1 ; - = OJ 



Ftg, 3 : I = 10 

ft 

Commenter ces eourbes. 
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El l. Ce ■sfVil faxtl ^avoif 

Points cte cows 

■ Circuit rL s^rie. 

■ Cunlinuilcducourant dans une bobinc, 

■ Regime inmiloiM - r^jme pcrnunenl, 

Oulils m j them j[ iqucs 

■ £i|udli(}[i cji^rcntirllc lin^airc Ju l cl or tire. 

■ Systems ditlerentiel lineaire du 1** ordre. 


Ce faul co tepr thdrt 


I et 2. La presence des bobines reLarde 1'eiablLssetneot ties cowunts i t el i 2 ,et done 

do courant i dans la branchc principal?. Pour It suffisamment foible, les consumes de 

t 4 . , „ L, 

lemps t|ui vonl intervenir sons certaincmcnl wiles d« bobincs, A sewir 1, = — et 

r I 




r 1 


Lc problems sc pnfccnicra simplcment lorsquc T, - t 2 , les deux bobincs ayant des 
camporlcmcnis * simiUircs 

Au bout d'or temps sulfisammcnt long, les cujmnlf seront Ctablis et les inductances 
L E et l.j pourmnt ctre supprimecs. On 3 stars on eiimii purement resistive* les valeurs 
iisymplol iq ucs ( r }^ (j,) et ( 1,1 sort connues. II pgurra lire utile de falre interve- 
nir 9a tension u mix bnrnei des deni bubines. 


3 . Soluiioji. 


1. Les Inis de rdeclrocLn^tujue permellent 
d 'cl fire : 

d/ 1 

ji — r |j, + Lj-^p (Isoljlne i£| ) 
di 


Ulj 

v — fjCn+L^— (bobinc 



if = E- Rf awe t - i + , : 2 (loi des nceudsl. 

Noils nous sonnies places dans letasoii lei deux bobines sOnt idcillu^ye&oe qui impji- 
que biers £videmment t , It) = i 2 (f) = j 

Les equations precedentes donnent stars : 

. i Ldi 
Jf - E- Rr - r- + - — 

2 2dl 
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soil -encore R + -)i = E r 

2dt V 2/ 

Bosons X f ™ 

2 R + r 

La Million jj^rule de «ttc &|ua(tQn different idle «rt foumic par : 



-to = 


2E 

2R + t 


* At' 


t_ 

r' 


Ori r = 0*,. on doit avoir i,(0*) = = 0 (continuity du oounuit dans les 

bobines) 

2 [■' 

d Oil *£Q*) s r, (0 1 ) +■ fj(0 H ) = 0 fit k = - 
Finaiement r 



et i ,(0 = ij(f) = y 



Commentaires 


"Leoounnt correspond an regime continu fta- 
bli pour letjurl ]c circuit ca pnmncnl rtsistlf 


/dj' d i 2 

( Ut ” dr 



On a done ■ 



U = ^ + - R + -^_ 

M + r 2 


■ P + j 


On aurait pn remarquer directemeiu que, Its mjmrs courants traversant Its deux bobines 
idenliquft, oji pouvaiit fSduire I'fJiumbk de ms deux bobines (L, r) a uine bobine unique 
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|&§rtice sir 



I a circuit global ctevLcnt : 


r = 


KM!; 


o 


R *i 


J 


2, Cettt foi.fi, Its deux bobin« sont different^ bkn qiw kur* oonst^ntes de temps aienr 

f Li lo > 

unc ntimc valcur — ■ “ = I . 

I r, rj J 

Les equations precedentcs pcuvcm « rWcrirc dc la fo^on suivantc : 

df,\ ( df. 


/ dr,\ f dir \ 

« = E- R. = r^, , ^ j = »■,[., + ^1 


m 


avet i k T| ■+ r. 
di. i 

t^i = — ( E - E Ki) 


D’dkl 


df t 

d)\ 1 


, i + T _. = (E-IW 


(i l + jj) + 1 i' | +■ l>) - (' + E “ 


Soil r +• T 


di r t + r* 


r.t 




(E- Ri) ; rtotom R;; — 

1 1 2 ‘ ' 1 T J 2 

di 


. i di T. !M E 

<‘t regrtnipons lc& urrmes : t— + r I + — * — 
<lf L K /.'J K ;v 



F t 

Soil en notant i, = - — et T" - — — - 
R + R,. j + 

RjH 




pui&que /| 0) * 0., 
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Seat encore i(J) = 


Ondd autrejwftid iprrt (!) : + “ “ “ " ^ 


H - Ri„ 


ill, . ft, -p 

i „ + 1 - — = i. h — ( e * . 

1 dt r, “ 

Nous a vans done i ( ( t } = i \ m + i ' , [ 0 solution dc regime permanent ), 
i",( 0 ftant solution dt r^quition different ieiie du premier ordre : 


i'.+t—- = -<> T (3) 

1 d r r. 


La, solution de Liquation homogfcnc cst Xe *. 

t 

La solution particuliinc cst dc la forme Ac c am;, on reportant dans (3) : 




FinileAunt, nous obtenons ; 


— n i -L 
i|(t) = i, „ Hr Ae 1 + — j M e 1 


r » 1-1 




1 1 _ 


ll apparattainsi deux constants de temps r T, - t el t x = t H = T — 

■ K. 


Cfluiftipn/aiVo 


H R 

la vjleur de i css dnnncc par : .■ , = — j am: : 

r, r, 


, _ E ft E<n * is) Er t r a 

” r," f, R<r, ■+ rj)+ ayn - r^TROi + r : j + iy 3 ] 
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Ixerdce m 


[>’-nu i lrt 


R(r t + r a ) + r/ 


expression qpe Ton peut retrower s pwrtir tiu montage 


equivalent m rijpe wntiny liable 



Oiaaainsj{t1ivjsturdecoLiirirt[) : a, M ■ tvtc i m = 


d’ou le rfctuitat. 


•1 + l \ 


R + 


r l r I 


* Four diicrminer lpcnurmi i(f). wi peut ceropJaew k syjiiro* (L h r|) en partible awe 

1 A. 

(L,, r,) par une bohine unique d’lnductuice l- f/ — 


L,L Z 

et de r&utente 


L] + Lj 


fif} L h Lt 

R.^, = - Enrffrt fc pi>ur — = — , onal 


tr . d.f| 

f| df 

ti . di) 

- - i. + t — 
r, - dr 


^ + r) = (, '*‘ v,+T rr"' +, » 


dr 

(ft 


On a lut'rti K,. - 


r i r J 


it L,, - tk.j b 


L, 


L t 


L| L : 

L, + L ; 


t 





(l 


(r,y/r a ) 


l* circuit global ctevtem abn : 


d'ou 


B*tR+ H„)r + I, j } 
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1. a. D^iormals lea desist l»bi™?$ $ont dLstineies et leurs constantes de tempi soot dif- 
fjfrcntes {T, * t 2 ), On a done r 


soil encore 


d'ou 


ts m E-Ri 


d 

' = f, +ij 


df 


df, 

11 ~ fj'i + L 

dr 

ct 

" s v? + L i 


ur | UJj 

r|j|+L,— =■ E-R<i,+i 2 ) = r,i, ♦ l 2 — 


ih, 

dt 



ll . 

- !-,+ 


E 

L, 


dr* 

Liquation pcnnciiani d’oblenir — r£$uJie de la permolallon de$ mdieei 1 el 2» d’ou 
ItsyithmdifKrpitid du l Br oidre par rapport aw variables j ,<») el 


«i _ f 

' i , t ^ 1 

df 1 

O, T } p r, 

d h f 

+ ] 

df " "l 

Vt>- T| 


tl= n 


L, 

T 5 J 

] R 


Avec lei conditions, in idales g , ( 0 4 ) - ? 3 (0‘) = 0. 
D'aulrtpart, le sysifcme prfc^detU iroptique : 


iiq =i e , !iq . i 

dt Jo- L, df Jo- U 


Posoiu don i|(f) = i L „+r| ( t) et n(i) - + (/) oi» j. jM 

h« - C-(l» d J t>u: 


b = 

t 3 = 


b 

h 

b 

R 


a ete det’mi au 2, et 


dij 

dr 



dr 



( 4 ) 


II soffit alors de cherctier des solutions de la forme i\ (f) = A,e? J et i\ (f) s AjCP 1 , 

£n repentant dans f4)„ on peut aloes remarquer que p doll verifier tine Equation du 
second degre dont lies deux solutions sont ntfeessairement de la fonne ; 

P = ~p- et l P = ~ps 

{on regime pseodo-p^riodiqtie wt lei impossible). 
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Finjlement, on jura : 


I 


t _j_ 

ij(r) - r . fr T + M,e r 

l i_ 

' j'ito = ^ + M *" + M T " 

I t 

^<0 = L + Cki + Xj)c p + (Ml + Mik p 

Les eoeffic ie nt s X,, Xj, )i, cl jtj se caiculent avec les conditions initid.es prlri&fes 
p] us haul . 

3, bv Lcs courbcs doan^ci sent bkn representatives cks ksultats pn&dcnU. 

■ Valeurs a&ymploriques : 


E 


R + 


r, + r. 


r, r, + r. 


; or - - 1 et r. - r. d'oii 


K h _ 
— + 0.5 

r. 


*i- = *■ 


r, +■ r. 


= 0,5i. 


i 




R 

0 

Li. A) 

< 

ai 

< 

OJ 

1,67 

0,83 

■ 

0,67 

(U3 

Id 

9,5 - II0~ z 

43 I0 J 

100 

» lfl-1 

- 5- 10“ A 


■ forties a iWiginc: 

rt d 'i E 

On a — = “ 

df L, 


dt' nkme ~ =■ — =* 

dl L„ 


On a bien 


& i 

di. 


diji 

df J c 


» 


- £t. -5 = 

L] r i 


s f^i = -p = so 

f (Lj 


<B L 

di,\ 

— i i, rapport 54}) torame ] ind iq pent ks graphed De plus, 
at , /to- 
rn tra^ant ks tangentesa 1 origine pour ks eourhes t — > on roontrek coherence 

avec la valeur l calculee ci-dewuSr 
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PHr sample, en repieuanl la figure 1 (cf- ^galeroerH la figure 2) : 



■ Gonstantcs dc temps : 

- Le eounnl r , ( t} dans SB , re prtfsente pas, au vots i rage def- 0*, de « brusques » varb- 
tiui%s comparativemcm i i 2 ( r ) pur voic de consequence lift) = i|(t) + i 2 (r) ). Ced 
e$t dfi & w qne L, » Lj 

- On remarque egalement que le temps d'^lablissement du regime: permanent scmblc 
dim inner quand ft augmente, ce qua parait nature). 

- Pour ft suffi&amment grand,, le courant if <r} devient, tris vite, pratiquement cons- 
tant, Les courants i"j{ r) et fluent alors en sens Inverse awe la mime constant* 
de temps, 

On pourrait montner que pour R * trb grand »► les constantcs dc temps \ M cl ten- 
dent asymptotiquement vers les valeurs - 


MKHc 4 

-4 


t" correspond en fait a la constant* de temps du circuit que l 'on obtiendrait en r^gji- 
geant fj et r 2 t ft ^ r t et ft » r 2 ). 

cst jjwcirc a 3a constant* de temps dcs deux bobirei en sirie. 


Oft pent verifier Sw la figure 4 (— 22 100 et done R » (r, - r 3 ) ) que Ton a bien 

r i 

%*' -0,5T| ( ef. courbe ^ — > f 2 C f ) )... 


thapibe 2 - 


Electrodnetiq-ue l [1 05 


(JQ! 


:erial 


sti aopjstq 



Exerdce m 


^ Circuit LC reel en signaux carres 


On donrie le circuit 


L r 
HiMMMf H 


m 


KP 


Jl 


m 


II «&t aliments par un gSntrateur cte * signaux carr 4 s * r pgriodiques, tte pirtode T. 

ek 


T 


1, Preliminaires : 

a. Rappeter L expression de la resistance critique / e d'un circuit riC sine. 

b* Dans He cas ou le regime transitoire s'amortit suffisam merit rapidement diterminer 

les valeurs asymplotiquis de u(t), quand r -* {** + ^ ) T " puis t -Mw + 1}T\ 

2 , Etablir liquation differentielle r&gissant ta fbrction tdf). 

Classes les different* types de solutions I laide d'unt condition portant sur i t r c ft R. 
Comments r les resultats obtenus. 

1 1/1 1 \ I 

On posera (■)„ « -=: k - - - + — avec z = RC et i' = - 
& M w t 

3 , Dans le cas oia le regime esc pseudo-piriodique anwrti et d'amortissement relati- 

vement faible (on supposera que I'on a i \ « ), quel doit itre L'ordre de 

grandeur de ! pour que chaque « train * d'oscillations - ginire par la commutation 
du gineraieur - sort indi pendant du« train * pricident, c'est-a-dire indipeodant de 
la valeur precise de T ? Conner Impression de irit) dans ce cas. 


HI, Ce f a-al i&voir 

Point* 4ecoufs 

- Circuit rLC s&ie : elude du regime transileire. 

* Regimes pseudo-piriodique., apdriodique critique et speriodique hypercritique, 
Outil math^matlque 

* Resolution d'une equation differentieUellntalredu second ordre avec second membre. 
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Ml. Ce f» ut coJn^reJi^fe 

1. i. Etant donn i un circuit rLC s£rie, ia valeur critique r t de r est celle qui per met de 
passe* d'un regime transiloire pseudo-jjdrLddique ( r < r (h * foible » amortissement) i 
un regime (ramUoire apfriodique ( r ^ r if <■ fort » amort issemerit}, 

b. Pour e - (ou e - -Ej ),le regime transitoire s’ 4tant 5uffkammentamor|l h le sys- 
tbue finit par atteindre uo regime continu ah aturanb et tensions sooi ties coos Lantes. 

2 , Lktoblisscmcnl de Liquation dlffirentkllc me present© going de difficult^. Ckst 
Line equation tin second ordre (presence simullarke de I. et C .) el la nature do solu- 
tions dfrperidra do signe du discriminant de I’iqualiaa caraet4rlstiqge assocke. 

1, Lea oKillitiomdc wf f ) wfit simples & 4tudier dans k eas ou elks (jfuwnt itre <on- 

. T 

sid4r£es comme complete meat amorties sur la duree — : ebaque serie cToscillatloivs 

debute dans les m ernes conditions,, ind4pend antes de la valeur exact* de T... Ces con- 
ditions sent alors cdles du regime cent inn permanent du circuit. 


■ > Solution 


1. a. GsiuitUront le circuit rLC krie aliment^ par un 
g^rkraleur continu : 

e(f) - 0 pour t < & et e(r) = E 0 pour t > 0. Lk vo- 
lution du circuit cst regie par lkquation diffrf ten [idle : 

rt + L” + |; = E f( avec r = ^ 
dt C • dr 

Sole encore : 



L ^ + ,ii + a . b, 

dr* d? C ' 


dour la solution cst fournic par q(f) = CE $ + q f (i} avec; 


L 


d J± +r ±L+t 

dr d: C 


0, 


S 


Point cours 

La solution genera le de cette equation horn ogc rte associee (equation sans second 
memb re) s'obtient a parti r de lkquation caracterislique qu e doit verifier la gran- 
deur Ci pour que t Bl soit solution : 


L« 2 + r& + - = 0 

u 


a 


1 + rtt+i = o. 


LC 


Ckst one equation du second degrade discriminant A let que t 



Cest le stgne de ce discriminant qui determine la nature des solutions du pro- 
blem© physique. 


Ch&pitre 2 


ElectrcSrinetiqug I 



ferial 


Exerdce : u 




Exercice tu 


La resistance critique r t correspond done & U valcur tie r qui wmile A wit : 



1. b. feur t - + E*}, supposons le rtgmie permanent attcint. On a altars = cste rt 
q = csic, soil encore : *r L = 0 rt i c — 0 , Le circuit devient : 


■to 


El sc recto it a uii simple divisewr de tension, dt sorte q,or : 


Dr mane, pour e - -E t , : 


u 


(-9 

T-' 

■ £ ^ 
S+r 

■ 

u(t^(n + J)T - ) - 

._ E JL 

®r+R 


( 2 ) 


(21 


2. Soil dO 1? courant traversant le generateur. 

L r A 


HMIMMi'-' h 

“L 

) cj 

H m 


J 


D'iipris la Joi des ma Liles : 


1^ + ri + a- e - 0 
dr 


ct , d'aprfcs la loi des ruxuds <?n A : 


- * _ i — UM W 

J S 8 C * J F. “ C-TT + - 


,du u 
df R 


d’oii, en cl [minimi i : 


ei firtalemeot : 


d 2 w L du ,, d fci t 
1C— r + -— + j'C— + -u+u * e = ±Efl 
dr 1 R dr dr R 


d 2 w ( 1 r\ dw 1 f. r\ , E fi 

di 1 Uc J dr Lei, R.J" ± LC' 


0^) Parti 
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i point mPthodk 

* La solution generale de cede equation different idle do second ordre s'ecrit ; 



solution 


solution general* 

uit) =1 

particulars 

- + ■ 

deFequatlon 


de l’eq r com plete 


homogene associee 


R 

* Une solution particular* e$t u = ± E 0 ■ - — ■ 

K + r 

* L’^udtion hmnogene assoecee admel des solutions en e nf t tiles que : 

“ ,+ C^ + £> + s^C* + r) = 0 ® 

Com me on l’u deja indiqu£ precede foment » la nature d«s solutions physiques 
depend™ do signs du discriminant A, 


Posons = (f + ?) - (^ + [) :{3}deyiem: 

( x 1 + 2Xa +■ wj^ I + = 0 


* l* cas l A > 0 


Les solutions du liquation caracteristique sont alors : 

tt,,a 2 = £a,eta 1 <<)) 

ct les solutions ir(f) cherchies Sont de la forme : 

u(f) - + Ae ttir + Be° ir £ 4 } 

On dit que 1c regime est aperiodique amorti. 


■ 2 c *i 5 ;A ^0 


Liquation caraeieristique admet tine racine double -X el les solutions u[l) s'^crivent 
atari : 


, KEo u 

u(tj = ±~- — + (A + B/)e-^ 
It + r 


(5) 


CVst le regime ap^riodique critique. 


* y&$ t &< o 
On pose alors 
d’oii 
et 


«, h 0(j - -?L±io> (i 1 =-l) 

RE* . . 

u{ t) = ±^—— +(Aeosti3r + Bsjn(ur)e _4r 


(6) 


et le regime eit alors appele pse udo-ptJriodique amorti. 


ChapitT* 2 - 
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Ewnrice jm 



so Li encore j : 



Donnons-en une representation gnphique a L et C fixes (done j r. fixe]* : 



Tout point nrpresentatif P(> n R) appurtenant aw domainc non huehuri convjcnt 
(regime pseuilo-p^rLOdii|ue^ 
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Common tu ires 


■ Pour R iitfinitje montages* iMuit aueircuii rLC sfrie dassique* Le p*eudo-p£rio- 
dfajue correspond b» 4 r < q. „ par definition de r . 

« POur R — 0, P n'yaplus de v»lenr possible pour r t La capacity eiant court -arc uil lie. 

■ Plnur r ■ f?„ P suffit de rcniarquerquc Fon peul (iCablir pour le regime transiloirc I’cquivtf- 
te!l« suivante : 


— ■ — 'lyiYflflfl''- 


— f — ' 


C' 


T‘ 


En tdlet, on a : 



“-'i- 


0 i 

j dr a 

= L . + r i + d 
d; C. 


h . h r .du 

et i = - + C— 

L R df 


et 

ii 

d'caii r 

[,di . r d 2 r 
= fill! 4? 

d cm 

& ■ 

. d-j ,di 
L— + r — + 
dc df 

Mil spnllrkc*** 

soil 

d : i 


dl 1 

Ldt LG' 


[jcs dens equations, rcgjssartt Ih variations de ifl) dcvicnnenl identiqucs pnur 

r , r t' 1 , L r] 

C e C rt — ■ — : r = — ■ 

1. RC KC: 4R 

Le regime mm done bien pseucto-pfriodique pour r ' < r „ e’est-a-dire pour : 


r> 7 


J 


3. La condition (7} rsl rujlisce, et le regime ut pseudo-p^ricjditjuc :<m a done pour l($ 
valcuri tE^de r(f): 

R 

u(r) - tbup- — +€~^( A castor * B sin 01)* (8) 

R 4 " f 

R t 

soU encore w(f) = ± + J A 2 + B 1 * c' if ctH(0Jf + tpK 

On consider* quo Its oscillations, deviennent * imperoeptiUes » loraque lour amplitude 
(i savoir «JA- + B 2 e‘ Ac ] est devenue negligeabSe compare* a u saut de tension 2 E & ^ 

impose a, w(r) par le gfrtcraleur. 

On p re Ei dra par esemple : 

Ja~ + BV>- r s: Ml-' iV-r.r^— 

K "h T 

et sc f ft ddgne la valeur de f correspondant a l’£galili s la condition cherchde s'expri- 
uiera sous la forme f fl ^ ^ ■ ■■ 


-rial 


CHitpftft 2 - lUetfiOtin£tique 1 (l 1 1 


fjcarek# tn * 




*l£ MLIUMg 


JS l.mr done determiner A el B i cm prut It fai« en iupposant que I 'on tsl blen dan$ la 
situation ddcriie d-de&sus* c 3 est-i-dire qu’au moment d’tine commutation (i = »T 

R£ o 

par csemplc) ou e(f) passe de -Eg 4 +E (r la tension u waut - - — el I* couranl i 

K + r 

(regime permanent contlnu ') : 

‘ R+ r 

Ll ‘oil, en prenant une nouvelle origine des temps a cet Instant : 


u( 0 * ) » - 


BE, 
R + f 


% = a<) = (- - — 1 
iir * [,c RCJ rwl y 


- + i 


RE, 


d u I Ef 

4 ^( f = OM = — - . 

dr ’ C R + r RC R + r 




En rtpLTijnl dans I'expreuion (fi)de ti(f) (signe ® pour t > 0 ) : 
RR^ RE 0 / . . . _ RE* 


RE* / ttt* \ 

J^ + A=^— £- w( 0 <) = ---£ 

R + r R + r l R + rj 

(*»•>-•) 


EL vient 


-U + R« = 0 
RE t( 


A = -2- 


'R + r 


fit B = - ■ A 

to 


d’oii ['amplitude dcs oscillations : 


R + r V cd j 


T 

et b condition t ben. bet (avec f B £ - ) 


c Xl < I0 -1 ■ 


JL* 

1 4 — T 
fc)' 


X- > 2lnlQ + -Ln( 1 4— \ 

2 2 co 1 / 


Si on so plate dans le w de I'amortis&cment foible (X * pas crop grand *, e’esl-i-dire 
X « ^ pour que lea oscillations soient visibles sur pbieurs pseudo- perio- 

ds*), on pent n^gliger It demit r temne : 


r 




{‘*3 


« 3 ^ XT > 4lnf1 0) - 10 (ordre de erandeur). 
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Il faul done, avec k 



( T = RC et T' - -) ; 

r 


TS* 20 


x + z 


Lorsque «IH condition est Its oscillations sonl dfcciivaflfnt iroortics au 

T 

bo«( dn temps y„ « quj justific les conditions initials prises pour calculcr A ct B, 
L'exprc$$ion eke i/( f) est bien alors : 

pour mT < T ^ ‘ n +■ i Jt 
oil t f = t - jjT 

pour | tr + i' Jt < r «e {fi + 1 IT, u(i) change de signet! t' est rcmpUci par t' - ~ — 


uU} as “*r 1 “ 2e ->,J f — sinml' + costw' I 
R + r L \tn )_ 


Cmamentmre 


^ La valeur de rexprcssion TT „ «t ton jours mferietut & la plus petite desdeux valeurt T er 
t'.,. 

On pent done prendre { condition solEsame,..) 


T & 20 ■ MLn(r t'J 



. . 1 

Simulation de resistance 

Dans Is circuit ci-d^ssoys r k com mutate ur k bascule p^riotliquement d'une position 
I I'autne, sulvant la lot : 

r?T< | o + - j-T k en position I 

| n + ^ j ' T < f ^ (rt + 1)T k to position Z 

(n tntier rcUtif, et V, < V, }« 


k 
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Eitercice ns m 


On oppose le phenomene itabli depuis Longt-emps : toy Its Les grandeurs electri- 
ques du circuit sent periodiques de peri ode T et on piend cooune instant initial 
t - 0, La commutation correspondent a n = 0. 

1. On post vfQ) ■ V & : determiner U Loi dormant vl t> pour 0 < t « puis pour 
\ < t ^ T. On notera = VJ et a = ~ 

2. Expiri mer ¥ 0 et V,j err fonction de % et tf. 

Em deduire Impression de la quantity d'electricito qui transit© du ginerateur * V, » 
au ginirateur « V r » pendant one ptrioefe T, et calcuLer ('intensity moyenrie eor- 
respondant i ce transfert de charges. 


3. Quelle serait la resistance ft*, qui serait traversed par le 
mm eourant moyen ? 

□onmer son expression en fonction de t et o. Comment varie 
fteq torsgoe T {ou a) est modifi# 7 

4. Interpreter pliysiquemeni les valours li mites de ft^,. 



Solution 


t Le commutaieur k lt .liu en position L 
V, - f r +■ v 



,.de 

awe 

« = C— 

df 

soil : 

' C T:"= V ‘ 


circuit $e reduii 4 tan circuit rC: 
r i 



equation differentielle du l ,f ordre do.nl La solution gdilrale est de La forme : 
v(r t - V | + Ae" J - yT avec I - rC. 

Tenant eompte de La condition initial* 

VIO) = V p = V | + A 

il vient r A - V 0 - V , 

T 

pour G<f^-- 


cl 


f ) — V , + ( - V , )e 


A t = 


T 


le ccmnmutateur bascule en position 2, el le circuit devtenl 


avec 

soil encore : 


t = 

df 


r 4; + '- v ' 



cc qui eta it prfvisiLilt, ttant doling la symftric de 1 "ensemble do circuit-. k 
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La solution, pour - < f « T, est done de La forme : 

QL-t/n 

v(j) = V z + ffe~ T . 

II rest* a exprimer la continuity dc la tension v(f) a tax bornes du condensatcur 4 la date 


ct : 

d'l'ni 

avec 


V' = »(I^j = V.+IV.j-V,* » 

K - '-(y) - v i + u 


u = v;-v. 


T _ T 

>T " IrC 


- a, II vient e iT/: * - e" 


et finaiemenl pour - < f ^ T : 


Kf) = V J 4 {V^-V i )e"r J/T 


et v; - V l+ tV D -V ( )e-" (I) 

2 . Le regime p^iodlque ytant supped aHeint, on doit de plus avoir : 
v( t + T) = vi r) 


sod : 

v(T) = V Q 

or : 

v(T> = V^tV'-V,)* 

avec e- y/T = t~ 2 “ ; 

v a + f v ;-VJ e- = V 0 


Les relations. { L) et (2} d^t eminent et : 


[ V'-V"" = V,(l-e-") 

i-v;e- + v 0 - Vj( I - c -u ) 

et, par addition : + V fl = V, + V t 

d’osi les solutions fen dim inant Vp au V„) 


ir V 4 + V,e-' 


^ V. + Vje- 



fl “ 1 +e- 


On cn drain it Failure dc La cowrbe donruml v{ t ) IV fi et V f ' soot des barycentresdes 
tensions V] et V ih avec des coefficients positifs ] et e'® k et sont sysmHriques par rapport 
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Pendant la charge dc C ck V g 4 V,; , le genlratcur * V, * a fburni au oondensateur C la 
quiinijic d'flccrriciti : 

H = cv;-cv 0 . av'-\y 


‘i 


Ctv.-Vj) 


I ■- e~ a ' 

1 + 4T d 


q - CfV^V z ).tanh[j 


Puis, enlre | et T, cette mte quantity d n £lectrLdt£ cut tran&mise au generates « V 2 * 
(dechargc de Q. Au total, une charge qest transraise d K un genfrrateur 4 1'autre ichaque 
period? T. « qui correspond h one intensity moycnrK : 

l„ - | = £(V,-Vj)L,rth^ 


ou encore ; 


'<• ■ — — tan H 3 


3. Par ddinition dc : 


R„, = 


(V.-V.) 


SO It ^ 


r, _ 

4q " — 7? 

- = 2 ra ootanhf ^ j 

lanh^ 

) 


O 'l „ o 


Si la commutation csr tres rapid? : T « rC, soil d « 1 , ranh! - : # - et -* 4r 


Si au contraire T » rC„ scut a » I, lanhf - — ► I et R ei3 # 2m. 
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D’oti le graphe : 



4. On pent interpreter physrquement les valours limited de : 

* Lor&que T » rC* le condensateur C a te temps de se charger (sous la tension V, ) et 
de se decharger {dans le gSnefateur « V 2 ») presque oompletement : la charge transfe- 
ree A duque periode ne depend plus de T e| 1^ - | esi inverKment proportionnd a 
T ; on a done R,,,, proportionndle 4 T. 

* Lorsque T « rC, la tension r( r) varie trts peu el les courantssont pratiquemeni 
constants : 


i & 



# 


,-Vi 


el la conservation de la charge impose : 




■T 


Et 


( _ V,-v _ 

v-V, 

2 " 2r 

2r 

V. - V, 


— soil 

R = 

4r 



(V| — v) + (v — Vj ) 
2r+ 2r 


Ce dernier rtsultal «( coherent avee la conservation de Tenergic : Cvaluonsl efiet Joule 
dans les risistances t : 


Wj = n ' 1 ■ ^ + ri ' 1 y = ri 1 ■ T 

awe f = 2l D ; Wj - 4 pI^ T 

ce qui est en accord avec R eq = 4r,.. 
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Exercice 21 » 


« 


& Attaque par un generateur a 
caracteristique recta ngulaire 


L Un circuit RC «t attaque par yn f&n&ra- 


teur 4 caract4nstique recta ngutasre 1 

R. 

J_i 

f i = I 0 pour u =s Eg 

u IO 

c yt“‘ 

In = Eg PPUr i 4 

1 ^ 

K 



(c J est m gyrate ur parfait de tension pour Its f a 
irrtensitls infferieures a Ig, et tin glneriteutr parfait 
de eourant - de valeur 4 - bisque iintensit# dams; 

If circuit attaint cette valeur I fl : la tension aux V" 
homes du g^niirateyr &'frtabtit alors i une valeur 
inferieure a 

Le condensateur est d>echar>g4 pour t < 0. Cimter- ■ — *- 
rupteur est fermfi £ t = 0. 

Determiner les g raphes des fo notions : 


1 i{t) f t —> t — * £/{£) pour t positif. 

On pourra poser R fl = ~ et on envisagera pltisiewrs cas sdon la valeur cte R cemp&rie 
*0 

4 cell* de R 0 . 


2 , On remplaet U espaeitt l par une inductance pure L % devenant ti L . Reprendre la 
question precedents. 


3. Appsimthn nyminque ; 

E a = 40 V; I a = 10 ; L“§QfflM; C = £ |A F ; R a 2 k£ 2 , 


;IL Ce cfu’i] f^-at g&voir 

Points de con rs 

* Conti nuire de la charge dim condensatcu r ct du courant dans une bobsne, 

* Relation oourant-tension pour une capaciteel pour une inductance. 

Ontil malhematiquc 

" Resolution dcs Equations difftrtntielb Umpires du premier degte. 


?, Ce efu’i] fa-at rioMj?re&<fre 


1. Le couranl initial de charge d’un, condensateur 4 (ravers une resistance R (d sous 

Eg 

]'effc[ d'un ginirateyr de tension de Le.ni.. Eg) est 1(0) a — - On petit done s 'attendee 

K 

r 

a ce que l 'evolution du systfcme depends de ia valeur de 1(0) com pa tee a Ig, — — 


16) 
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I 


ck$t-&-dite de cell* de Rwmparfc i Rg, Dm seronl aloft i wvi»|<r sdon qu* 
1(0} esi infifieur ou £gal i ]., [ soil R 5= R fl }» □ ls que 1(0} esi suptbkur ai 0 (R< Rj), 

2* On a remplask la capacity par tine inductance. De ee bit. lecourant i(r) reale nul & 
l'inslant r - 0% la tension u{t) .se ftxant a Ei,„ Le eouranl f{ f) va done sktahlir dans 

Lj 

k circuit « iendartt * usymp unique mem vent l_ » — ■ Le mime problem* se pose 

K 

ators scion que l„ est infttitur ou tfgali I fl (R ^ R 0 ), on que I„ > t fl (R < R^)* 




1, Lei 6qtUiiEOrtS ^rtirib dn dfCuit I'^nvem : — - — i I 1 , 

f n . 4 j r rv 

M = Rf + wj ci Jmo 

i = ^[ = (puisqueq = Cu). 1 — 

Lcs condil ions initials impotent j# c; ( 0 * } ■ 0 cl par la rnfrne n(0 4 ) = Ri{0 4 ). Si le 

COura.nl € demand^ * par te circuit RC ftt infirienr a 1^, le general cur Joiict i mine ert 
g£n4mteur parfait de tension, et n( 0 " ) - Aloes : 

I,, 


correspond k : 

hi 

Dans le c& tom rain? (R < R 0 ), k conrant dans k circuit Cst limit* 4 ct on a ulora ; 


j j ( 0 4 } - RE,., avec u(0 k ) < E 0 . 

On pent repiksenler ceideux situations graph iquemenl en tra;ant la droite i = ^ sur 
le graph* de la caraekrisrique du g*n*iatcur i 
1 'intersection de eette droite avec la combe 
representative du fonclionnement du genera ■ 
teur donne le « point de function nement * du 
circuit (couple de valeur (u, i) acceptable par 
les deus branches du circuit} : 

* Pour R < R 0 , ]1 s’agjt du point P, ; dans on 
premier temps, le eondeusateur sc chargera 
done I coo rant constant, . , 

* Pour R ^ R fl . il s’agit du point P> t le com- 
densateur se charge a tension d'altaque cons- 
tante {u = E^). En effet* le couranl de charge 
csr maximal I t = 0 + et vaut ici \j \ on aura done r{ f) < l 2 et la tension u restcra blo- 

qu^c a F-q, 
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D'ou Iktude qui suit : 


■ I" Cits- : R > R.J 

_ d u r 

D aprfes Cc qui prtfcide. on a pour (out f > 0 tf = Eg = RC-^- + u t . 

Notons l = R C la constant? de temps qui apparait dans oette eq nation difMrentkUe : 

"c + >^7 * E« 0) =>%<(> = E(, + ic-"'. 

La continuity de la charge d u conden&aleur implique celle de u c soil ; 

qt’O •) = q('0 + > = 0 ^ m c ( 0*) ■ M r (0 + ) - 0 et done 1 m -Eg, 


Lks lori : 
et fir) = 







■ v at i R < R 0 

Dans une premiere phase, la charge skffectue i courant constant 4* 

La tension u c va augmented el il en sera de mimede u {u = Rl a + n c J qui va finir par 
atteindre la valeur 11 s’emuit Line deuxkme phase de charge & u = constants k con- 
rant it f ] diminuant el tendant vers zero en fin de charge. 


- V* phase : i{t) = 1 0 = => u c = jjr (tt c { 0*] = 01. 

I D 

D autre part, u =■ RT 0 +■ a t , d oil u(f) = Rl a + — t 


u(t) « Rlil +-); 

V T/ 


t < r. 


a(l) atteint la valeur a l 1 instant ( ft defini par : 

*J(4) s 


=> E 


o " 
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- 2 s phase : pour t > f 0 , la tension u se bloque h £ t . et revolution de u c (r) est delink 
par liquation (1) d ou ■ 


tf-M 

M f> i i} ) = E 0 + ? - e r ■ 

Traduisons alors la continuity de u t en t — %: m w c (fj }. 

Of M'i) * - c rc (r ~0 * l < ,(R »' R) * 

Finalement : 


d h ob ' 


E 0 +^ - Eq - 
^ l = -R[ 0 


D'autrt part : t( r) 


0-r a J 

u t tf > J(j) = - K.l 0 e 1 


, du c 
“dT 


ita, - 


tf-r .,1 


D o-ti 1-l’s graphes : 


p~j 6 > 

i{r>r fl ) = l c e" t 




2, En rempl^nl k eondensaietir par one liobint, le$ ^ii»iion$ d« circuit 
deviennent : 


u = Rr + L-y- 
dt 

I di 

", - L j; 



Us conditions initialed impgsent ici f < O'* ) = 0 (continuity du (lux et done deHnten- 
$it* dans la bobine). Dans un premier temps, la tension de sortie du ^ratrur sera 
tixee a F,-, (point P r tie la camckrislique : i = 0 et u — F , ). 


Oia pitre 2 
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Ixercice atfi 



On a Jujnt : 

i Jjj«n = h( 00 -i W) - e 0 

ct fe cosirant j(/> va croLtrc i (nrtirdcO, Taut qiw 
it'Xlv la tension u(f) conserve la valeur 
Equation Jixam revolution de i '(0 j'&rivant : 

p* hi ’ , i d c ■. v ^ , L- 

£ “ =R,+ L di=U =,10 + t di OUJ = i 

represente Ea constants de temps du circuit L4t Emigration de cette equation don ne : 

t(/) = unique .fd*H 0 , 

Done dens cas son! a envisager ; 


*■ l CT cos : ^ l n soil R ^ R P 


M) 


On a bien, pour toot r, 


di 


i(i) = 1 - e"D 


LE f 


Des tors* tr, = L— => u, = — -e -[ ' T 
L dl 1 a * 


Rt 


«](0 = 


Dou Les gE spites : 



u(t) 


* 2 e eas : R < R fl 

Li premiere phase d£mte prtfeedemmetu &’arr£te A I’in&uit t D tel que H = i 0 , dTsii : 



A cel instant, on a u{t\ - E 0 ct r{f 0 ) - I,.* (Toil : 

M )’“■ tjj ) = F^| — RIq -- l D, 

Pour i > f ft , lc courant r(t] se fixe is l 0 et fa tension, u L tombe Is zero « s’y maintient n 
u passant a la vale nr : w = kl 4 + w L = RJ 6 . 


1 
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D’ou Its graphes. : 



0 t D t 0 % t 0 t a f 

3,. Application numfrique : 

It oqiu faut done comparer Rj e* R. 

B,. 40 

Or 1L. - — - ■ = 4 fcQ el ft = 1 kQ t cequi implique: It < It-, ct I’d™- 

^ I 0 10 ■ 10- 1 ^ 

Lution du systime correspond «u 2 e cas au&i bicn. avee C t]oWc L 

Us autre; caracttrisliqucs sent donrew dans if tableau ci-d«»u} - 




Exercite t m 
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Exencice sot 


Prisme a reflexion totale 

Un rayon lumineux arrive says incidence nomrale sm yrt prismg de 
verre d'indice if, et nesscut paralietement au rayon incident a pres 
deux reflexions totales soys ime incidence de 45 B a llnttrkur du 
verre {cf, figure), l£Msque it prisme est dans I'air. 

Par centre, (La reflexion totale m'a pas lieu si La< partie mferieure du 
prisme est plongee dans I'eau, 

Dans queUes Limites se situs la valeur de I'indice n ? 

4 

L'indice de I'eau vaut y et I'indiee de l'a«r sen pris #pl i L 

ill. Ce cfu’ij fWat gfrVoir 

- Ijhi de in infraction (Descartes) : cas de h reflexion totale. 

Wil. d e fa-gl dompre&4t"e 

Le rayon Emergent peut nc pas cxister {reflation totale) torsque f indice du second 
milieu est plus petit quo cclui du premier milieu. La condilion d 'existence de cc rayon 
depend de Tangle d'incidence et du rapport des indices des deux milieux. 

ili’j. Solution 

Considlram la refraction d’urt rayon lumiiteux emre deux milieux d'indkes Ktptdifs 
tret n\ D'aprtt la loi de Descartes, n sini = ft 'sins' 




suit sirsj J = -jsitir avcC N dans le c*ts present, 

. - ,r, . ^2 (■. «, - -> -^ 2 - 

i = 45 el sin. 1 = — d ou : sin j * — ■ — 
2 2 n 


U) 


La rtflexkm totale correspond au casoii il tfetistt pasde valeur de V virifiint eette rela- 
tion^ done pour : ^ ■ — x > 1 . 

2 rt 

Dans le cas contra ire, il exists un rayon emergent dans la direction i* delink pur la rela- 
tion ( 1 ). 
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D’qlt lies, deux conditions : 


In' 


- dans fair, »' = 3 , et Ja reflexion totale exige n > — = Jl \ 

J2 

- si ie prisme eat pfonge dans I’eau | n* » ^ j, il exsste un rayon Emergent, ce qui 

- ^2n' Ajl 
implrque ; n ^ — =■ ^ — 

Jl 3 

ce qui dojine, nurudriqueimiertt 


1,414 <n*i 1,886 


Un tel dispositif peut servir - par exeniplr - dt d£tecteur de niveau d'eiii : tant que le 
priame haigne dans S’eau, le faUceau Emergent est ties &tt£nu£, aton quit a nntensite 
dn fai$ceau incident lorsque Jc prfcme eat daml'air. 


Doubleur de focale 

A ['aide tf un objectif - assimilable £ une terttilie mi race convergerte Lde distance focale 
/' - on disire former limage dun objet r4el AS sur une plaque photograptiique situfce 
i une distance D de Ifobjet 

1. Entre quelles valeurs pent variei D pour qi/il en soit einsi ? Prcciser U distance d 
siparart la (entile de la plaque photographique fen se Li mitera £ d «£ | ). 

2, La Lertille eonvergerte L restart fixe par rapport 1 1'objet A9, on recule la plaque 
ptiotographsique, et ora intertale ertre celle-d et L une lentfEle divergerte L t de 
¥. distance » focale f\ - -6 cm. 

Comment doit-on placer pour que le gramfesement lineaire do s^stdme soft mul- 
ti plie par deux 7 De combien a-t-il fallu dlptacer la plaque pbotographk|ue 7 

11 . de fWt S&voiv 

*• Relation (s) de conjupison pour une lertille mince, 

* Objets et images. rdels ow virtuds. 

J l, Cg cpa’ i] faul do mprefcqfr e 

l. U principe de bappareil photographique edge que l objet et Hmagt soient reds, ce 
qui ne luisse que pew de possibilites. . . 

La leiitille divergertte L, doit dormer une nouvdk image, agrandie et touiours 
pfelle : c’est ocnc condition qua va determiner la position de L, par rapport a f image 
de lobjet dor nee pari,. 
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Exercice 102 


■ ■3* Solution 

1* L’image A'B' d'un objei ntel AB donnfc par la lentiUe L est diterminie par h posi- 
tion du point B\ intersection du rayon BO fqni nest pas devie dans L) el du, rayon 
emergent IF' correspondant h un rayon incident paraUde & 1‘a* de L, 



Duns le castle figure, B r est reel ; lL est virtue! lorsque BO coupe le pralongement O gau- 
che de L) du rayon IF'. II fats! done queAsoit i gauche de F (FA < 0 } eequl implique 
( relation devwijugaisonde Newton ; FA ■ F'A' “ -f l < 0 } q»e A' estlS droite de F', 


En u|ili&mL U relation de coujug»i»rt <le Descartes ! 


I 1 I 


Avec p* - OA' - d\ p = 
i] vient 


_ p' p r 

OA et D = AA' = AO + OA' 

I 1 _ |_ 

d + D-d “ f 


I 1 I _ d -f* 

D - d " f a ~ dr 


et 


D - d + 


df _ 

rf-r “ ~ 


- p + d. 


Trains le graphe de Dfd) pour d 
D 

* a —+ c*: — I 
a 


r. 


cl n-d^T; 

* la courbe a pour asymptote U droite : 

D = d +f- 

* d — » f* par vakurs supericures : 

L> -4 +-w ) ; 

* k courbe ad met un minimum D m pour 


c)D 1. 
Jd >j = 


0 cequi conduit A d m - 2 :/' 


ct D m = 


di 


r> = *r- 



2^ 


120! Partie 1 - Physique W PSI 


Copyrighted material 



Les solutions dwrcMes (awe d ^ — ) vfriEient done / J ^ d < 2/' 
rt +™>D;=M/\ 


r pour D fix£ (D > 4/') „ les valeurs de d super! cures i — correspondent j 

^changer les roles de L’objet et de ] ’image {O et D-d jouent des rflies sym£triques dans 
]<i relation de Descartes...). Ces valeurs de d correspondent aussi an cas on I’image est 
plus grande que l'objel (cas de la * macrophotograpbie « . , . 

2* La lentillc divergent? L q dost transformer f image precedents A'B' en une nouveUe 
image A e B| Swr la plaque photographique,, telle que : 

I y , I - A|B| = 1 ct A.B. red 

soil 0] A, = p' > 0 (ennotant 0| lecentrede lalenti]]e L|’l. 

En utilisant 3a relation dc Descartes, avec 

P, = 07": 

J_ _J_ _ J I 

Pi Pi ‘ f\ " WA 

7 = ^ r + \F~\ >i} P uist I ut P'\ > 

Pi ”i pi) 

p j - OjA' > 0 montre qne A'B # jone le 
role d objet virtue! pour L ln c« qui est Coherent avee I'frlonrf : on a place L E entre L et 
la position initiate de Ea plaque pholograpKique... 

Le grandissenient y, est done positif, et i 

Y] = +2 = = =* P| = 2 f, 

Pi 

et (relation de Descartes) : 



I J_ 
lP\ Pi 



La pteque photograpbique doit sc trouvcr dans He plan focal objet dc la lentillc diver- 
gent^ L| t cdk-ci cum piacoc k une distance | = J cm en avant de la position ini- 
tiate de la plaque photogjapbique, 

II fa sit maintenant rnmlcr la plaque photographique d’une distance ; 


Pi “Pi - ;i/i | * 3 cm, 


Chapitre 3 - Optujue {1^9 


mi 93013x3 



im 


On peul Eacilement constmlre I’image de I’objet AB dam 1« df«x ca$ envisage ; 




2 


("trmmcriitiircs 


j Pbur lit SNonde quest ion, on petit remuqutr que rintroduaijM de la kindle L, ei 1 e dlpta- 

<rm?ii1 d<r la I'l.njiir f kiiH,tgr*pllii|W »nl irKi^pcrKUntS dc " 

- h rt mist: .m point *, A la distant de I'objet AB i U (entitle L, 

- la distance tbcale/' tie cette lentiik 

(.In id J n| m>]E i I . adaptable A unapparril photographlque. cst appdd * daubtnirde focalc • j 
L'ima^e »t a&rajtdie d'nn facteur denote qui correspond (pour un obfet iloigrid. pratk| Ele- 
ment a Pinfjij) i I'inagf qua l’oi» obtiendrait am une knfille unique de focak 2 f 1 % 
pour A E res doignif OA ' — t OF ' = f r 

cl, pour a ckmn£ ; A'B" = a OA r » a • OF' - ft/' ((tut petit.,*). 



[j dimension de 1‘imtje »t pratiquemem proportiojijidle i/' ... 

II element possible de gdatnlber ce dispnsitit' (grandissenrent lin&ire multiple par 
iu) tacreur N donut) : J uuIHe de repreodre Its caknlsdu 2. 

Mali 9a qualit* dc I'lmage obtenue dtmimie rapid. rmcnl lorsquc N augment ear cp dispo- 

si| it revient .1 flgrarwtir h pari ie tent rale de Fimagt donnte par I'objectif seul. 
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Association de deux lentilles 

Soit un systdme centre constitue de deux lentiLles : 

- une lentilte L, eonvergente de centre O, et de distance focale f\ - 0 - O p F{ ; 

- une lerctiLle L £ divengents de centre 0 2 et tfe distance locate f f t - -a - oJl ■ 
On note e = b,0 2 . 






Oi 


Ft 

F{ F' 

h 7 

L-i 


■ i-2 


e > 0 



1. a. Determiner, en fbrctfor de e et o, Les grandeurs O t F et O z F, ou F et F' sent 
les foyers objet et image du syst&me, 

b* Faire deux constructions giomitriques s&parees et comment&es permettart de 
difirtir Les points ¥ et F'« 

2, a + On considlre un objet Aft sited dans te plan de front de F, (A = F t ), 

Conner one construction! gicmfctrique daire et comments ddfinissant ['image A'i' 
de AB. 

En dteduire, dans ce cas, La valeur du grandissemtnt litteaire y. 

b. Retronjy'tr Le r^sultat precedent [valleur de 7) par Le calcul. 

C- Montrer que ta connaissance des positions des foyers F et F' alnsi que de La propriety 
demontide au 2. a. est suffisante pour constmire ['image d'un objet quelconque. 


11. Ce fasit SfcVoir 

* LcntUIn minces convcrujcnlcs ou divergentes : formulcs de Descartes 011 dc Newton. 

* Grandisscmcnt lincairc, 

* Constructions geonidtriques. 
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Exercice joa 


1* Les constructions geonfotriques utilisent det rayons panic uliers : 

- rayon paraSl<?!c a I'jxc j 

- rayon passant par ic (xnlne d'urte lentille ; 

- rayon passant par cm Foyer. 

« Cl esi egalement inkressant d'ulili&er les propriety des foyers secondaira d'une len- 
til k\ c'csr-s-diredcs points se trouvant dansk ra&ne plande front des foyers Fj el F- . 

2* b. Pour le cakul de y s on p ten dr a un. obfei AB quekonque {A non confondu avia: 
Pi 1 puis on fera tend re A vers F d . 

2m (i On dirndl era a determiner I 'image A'B' d'un objet i parti r d'une simple cons- 
t ruction g£omi*lric]iie utilisant b nouveau dci rayons particulars. 


Solution 

\m a. 

■ Point focal objet F du systems des deux lentilles : 

Hi 

F — r A' -* *= (par definition de Fj. 

1 

El en rtrulle que i A, = F 4 „ cSTou F — r F ; . 

Utilisom dors la formulc de conjugaison de Descartes appliqufe £ la lentUle if, de 
centre O, . de foyer image F, 3 

W 2 ~&? " Pf 

or D,f; = a Oj } = 0 , 0 2 + Ojfj = e+a. 

e + u qj. a 

I _ 1 1 

OjF £ * il a ' 

D’ou 0,F 


fl(f4 Uj 
ft - e - ti 
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Commentaires 


ftMir e — > 0*, G|F fl It fuytr F esc rejet^i rij]fini,« <|ui e» norma] puisqu'dort In 
deux IcnliUs mnbiulun dinl de lucalcs opposes n’nnl plus feflet sur les raycns lumintux. | 


■ Pol ill fool Image F' du lystlnie des deux [entitles j 
On a oette fois ci : 


J, 


A( — i F' ( par dcftn it bn de F 1 '), 


'J; 

Dob a; = f; et f; 4 r. 

Soil awe la formule de Descartes pour la second? Lentille de centre O it de foyer image 

F'i = 


t 


1 


l 


o,r o,r, o,f; 


or 


O z p2 - -a rt 0 2 F| =O z O, + 0,F'[ = -e+d, 


1 


1 


^ Off* O^F' + a “ « 


ec 


0,F = 


V nfd-f) 


Commentairts 

^ 'Oflafgxlfffieni OjF -» + — quand (mime raison quiei-dessus). 

■ D autre parr, i«oiu a = e„ U vital OjF 1 = 0 ti le foyer image se confond avec Je centre Oj 
tie la lentilleifi : 



c — a 


J 
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Eaertice ios 


i 


1. b. Constructions g^amitrfoues. 
■ Foyer image F* : 



Un rayon parailele a I’axe converge vers apres la travnste de ^ , Rout dessiner le rayon 

emergent de X lt on considk le rayon * fictif » S0 2 paralMe 4 F^ R T S appaitount au plan 
focal inwgr de Les rayons paradtfes SO» ct F{ R donnrnt apits la traverse deS? 3 des 
rayons emergent don't les prolongtinenti pasScnt par $ (Ibytr image $nDii4iirc), 

On aura it Ogalemeni pu consigner le foyer secondaire objet T sitwi dans le plan de 
front de F 2 et obienu en pnofongcam la droitt Fj R. 

Les rayons NG 2 et F{ R qui convergent en T rossortent done paralleled U rayon NOj 
n'elanl pas devk\ on a RR’ parallels 4 00', 

Comrnentaire 

Surla figure, on a 0 2 F' e conformenienl 4 la fhrmule OjF' 

■ Foyer objet F : 




La construction peul sc fair? en sens inverse, £tant dnnnr k rayon emergent KN', 
parallel? a Rase,, on construit le rayon incident pour 3!.^ RN„ donl k prolongemcnt 
passe par F*. Ce rayon coupe le plan focal image tie Sfi, en S', foyer image secondaire, El 
sufFit aforsde tracer la droite FR, paralkle 4 0,5' (les rayons incidents parallfele* SO, et 
FR convergent n&es&titemenl en S', SO, pklarit p&s devie). 
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2< 3 . On a ici A = d'oii: 


i£ I t j 

A ■ F, — * Fj et done A = F, — ► FJ , 


i Construction geo metrique : 



Lc point B apparent am plan focal objtf do if. lt il n done untf image par rapport it 
U Sf 2 situie dans le plan de front de F' (B m dans k plan do front <JeF,K 
On olytient B' en construisant le « rayon * passtnt par Q, et par allele £ BO, : lea rayons 
parallels 15' O, es O , N sortentde r /’> en seuiblant diverter i partie d e B'. 

Or ICO, // BO] =s Im angles AO,B et A'QjB' sent £pux, 

Deplps i AO | = a = A'Oj- 
0n a done : 

_ B v 

AB - A'B" =a y - -Hi, le grandksement linealre y etant donne par 7 - , 

AB 


■ Conclusion : 


A = F, =$ A' b Fj 

r - +i 

2, b* Retrouwcro le rfsultat rdatif au grandissement lm£aire % 
Prenons un ©bjet qudeonque AB (A n’est pas en F t ). On a : 


T - V Yj 

el d’apres Ees for mules de Newton r 


Ti s 

(on a privtltgic Fj pour *£ t et Fj 


F,A 

pou r -£y). 


V 2 = 


F> O: 


aterial 


OtapiLie 3 - 0 ptiqcL’ ytu me til qe,E fl 3$ 


Exerdce joj • 




Etteidce 303 * 


- |V| 

D ou y > ~ — 


f.o, f; a' 


F t A f; o 2 
or A -* A , — > A avec 


f; A' — -— 

J car F.O, = F, O, = tf 

F.A 


f l a-f;a; = -e 1 
el P,a; ■ F 7T' ■ -a 1 . 


Soit eneeme j 


Fj a' [Fj + f; a; j - 

li 

fX 


r 2 A'- -=] = -a 1 

F, A- 


P*F 

ei f; a ■ - f.f: +d* = = 


F,A 


Dou 


f>f: 


T(A,A'}=: 1+-^F' A' 


Quand A tend vers Fj„ on. a m out re que A' se confondait avec F 2 „ d’o£i Fj A' = 0 el 
Y = I tonime iJ sedoit. 

2, C« Image d'un objet quelconque : on va utiliser les propriftesdes points f et F', aitast 
que test plans eorajugu&i [ F a , Fj ] pout lest juris Le grandissemenl tinfaire vaut +1- 



fctant donm 1 1 objet AD, on construit ; 

- le rayon parailde k l’ante issu de 8 : le rayon Emergent & s correspondant a tin proton- 
gcmcnt qui passe par F\ foyer image du systems. D’aulre part. Its points S et S' sent 
images fils appartieftnent suit plans dc front de F, et FJ * plans eOnjugu^s pour 
'iF, U &\ f avec y = + 1 B'setrouvedqncsurladrqii|eA l pBS$an| parS'ttF , l 


1 
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- le rayon issu de B ef passant par F foyer du systeme : !l ressort parall^kment k I’axe, 
or Its points N el K' $om conjugiks (eomme 5 el S') i le rayon emergent & t est celui 
qui parallek a I’axc a un prolongemcnt qui passe par N' ; B' est satue swr A ? 

En conclusion, on a B' - D A 2 . 


^ Miroir equivalent 


On cosnsid^re le system# cptique corsstituE 
d'une LentilLe mince convergent# L (centre 0 ;H 
distance fiocale /' = 1,5 m ) et d r un mi rai r 
spbEriqtie concave (■SommetSg, rayon R - 1 m, 
avec OjSj = lm). 

Montrer que ce systEme est Equivalent I un 
miroir spEErique unique, miroir dont on preci- 
sera Le centre et le wmmet. 



■ 1 . Ce efTj. 3 U faVoir 

* Propriety des minoirs el des lentilks. 
t Forniules de conjugaison. 


:8l. Ce ^u 3 !3 fauj £<*MpYen4Vv 

Les ptopriftfe remarquablesdu centre et du summit d’tio miroir permettenl de deter- 
miner fecilement les points de Yw do system# qui posstdeni ccsproprktes sp&ifiqiK*. 
II KStealorU dEmontrerque laconnaissance de oes points soffit i determiner complE- 
tcmertl la correspondence objeE-image. 


ii3. Solution 

On $ait que tout rayon incident dont le support passe par 1c centre (Pun miroir se refltk 
ch.it sur lui-nkme au niveau du miroir. 

Or, ici, le centre C* du miroir fdc wnunct S L } csl confondu avec le centre 0, de la len- 
rillcL (R - 0,S,) : 

tout rayon incident passant par 0 1 se rEflEchit sur l!ui-nkme dans le systEme 
{ I entitle + miroir} ^ 0 a les pnoprkks du centre C d’un miroir. 


Chapftre 3 - Qptique gtorktrique fl37 


C 3 


irial 


Exetcie* stw. 



Ex# rcice a&t 


I 



D autre par i un rayon, incident arrivant au lommet S d'un miroir donne ur rayon 
Emergent symetriqtie par rapport a I’axe, 

Dans ie cas present,, le rayon Incident qui, apre* h Iravas^de b. Itfltillt L, se rfflfehira 
cn $ s sor le miroir* aura ensuite un trajet symitrique par rapport i Tare du systfrme*tt 
irnergera done sym£triquement au rayon incident. 



S, est done riraage it t ravers L du point $ intersection du rayon incident awe |’*w, 
Le point S est d£termin£ par la relation de conjugai&on de Descartes. 

I- 1 _ 1 

p' p ~ T 

awe p' - O , S| p p =b 0,S 


soit 


p 





„ 1IL 

V-p* 


J ini : Oj S 


1 x 13 
U5- L 


3 tn. 


Un rayon incident « visanl » S donne un rayon emergent qui semble venir de S: le 
point S joue le rn^rae rdle que le sommet d’ un miroir. . . 

La connaiisance des proprieties du point C = 0 5 et du point S suffit pour constriiire, 
dans lous les cas, I" image d’un objet AB donne : 

Bj est Lirnage de B dans L ; 

B, est 3 'image de B| dans le miroir de sommet S fe ; 

B' est I’imagede B, dans L (traverse en sens inverse K 
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Le point B' est directement determine comme nnterseciian d(i myo-n BC (<jui neviem 
sur lui-m^me) et du symetrique du wyon BS : Umage A' B' obtemte est die donit^e 
par le seu] amr-oir de centre C et de sommet S. 


Comments ir€ 


Cette equivalence emit le systfrme { LenliUe + miroir J ei wt rtiiwir unique est g^nirale : le 
miroir equivalent est toujuure djfterrrune par ses deux points remarcjuables : 

- le SOillAiet S, point doM I'image par L eat le sumitld S, du mJruir ■ vrai «■, 


- le eenitt C, point dom par Lest le centre C, du miroir * vrai a. 

Ceei suppose que les paints C « S resient £ la distance finic 



Viseur 

llrt vistur est construe d r urs object] f L 3 (assiwtili £ une lend He mince convergent® de 
distance focal® j\ = 10 cm) et dun oeuLaire l 2 {assiiisviie i one Lentilli mince 
convergent® de distinct foci It f\ - £ cm). La distance D entre L t ®t t a est 
sreglabte. 


Chapitte 3 - Qptique 



rial 


set »l 3 uik 3 


sot: aapjaxg 


N 


!• Dltomiiter 0 pour qy« Le systinie soit afocal frfcglage poyF la vision i t'infim). 
Re presenter La march# d'un pinceau Lumineys veman t d'un point i llrrfini dans une 
direction fatont un angle a avcc I'axs du viseur, 

CalcuLer Le grancissement anguLaine G ■ — de I'ippareiL {a. est I'angLe quo font les 
rayons ^mergents avec I'axe). 

t. On regie maintenant le viseur pour que I'reiLiFiin observateur, regardant i travers 
L'ocuLaire, volt nettementi sans accommoder,, tin ofajet AB situe a 20 cm en avant de 
La face d'entree de I’objectif. 

a. Determiner la nouvelL# valeur de- 0. 

b. L"obseEvateuF voif allots Timage de AB sous un angle a'. CaLculec en dioptries, la 

quantity P = ™ 

c* En accommcdart r toil pent voir des objets situes au-dsU d'une distance mini male 
d m = 10 cm, 

L'oeil de fobservateur ayant sa pupilLe dans Le plan de Limage de L a don nee par l Zt 
quelle region de L'espace objet pent etre vue nettement par lobservateur regardant i 
trivers le viseur ? 

HI Solution 

1. Pour (|ur Le syst^me Sent ufuCaL il faul qu'uri obpel j ITmiini surldur ait SOn image 
egalcmcrrt k I'infini Hirl'ixc. 

L’ Ullage par L, du point 1 Finlml sur Faxe est le foyer image de l|- 

Bour que F image finale sent -1 L'infini sur I'axe, il faut que 1’objet intermediate soit au 
foyer objel F de L 2 . 

li faut done que Fj et F, soient Confondus. 

Do LI ; D * oj] + FjO-, = / ; 4 /'. 

Soit P - 12 cm. 



Un point source li j l"infmi en dehors de lace do viseur -dans une direction a- a pour 
image dans L, un point B t du plan focal image (plan de front de F , . , . et ce point B t 
a pour image dans L 2 un point B' a L'infini dans une direction a', d'ou la marche d’un 
pinceau de rayons lumineux : 


4 ^ 
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Le rapport ^ vdcuic imrn^diatcmcnt dans Jes triangles 0 , l : ' el 0 2 F 2 B, (F 2 = F[) : 

FfWJ F]B| . 

« = =- ex = = (angles petite: approximation dc Gauss) r 
OIF! 0 2 F 2 

et £ = - iL = ii 

w " o : r, " -f\ ~ ft 

- Or' 

»it G = - « -5, 

a 

2 . a. Pour que linage finale soil A I’itifini, ii faut que 1 ’image intermediate de I'objet 
AB soit dans le plan focal objel tie la leotille L. 

On a done g^ometriquement : 



Et par Le calcul : 


p - 0 ,A - -20 era 
P* = OjA| 


-rial 
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sol' wpj&x] 


k re liilion de conjugatson de Descartes s’^crivant : 


I J _ I 
p'~p " /; 



no a iaksrs ; 


( f\ = 0,f; - 10 cm ) 


son p = 


pj; 

p+/i 


D = O L 0 T - Oj A, + F i Oj = p'+fi 

Pf\ 


D = 


p+n 

D - 22 on* 


-+/; 


Z. b. Reprenom la const ruction de 1'imaye de A,B, dans L_, : 
] angle a' etart petit: 

aX 


Oj 


rx 


f;o, -r> 

Utilisons Ic grandissement 'p dans l. : 


A|B| Q|A| p- 

AB O, A 


LI viert alors ; 



p m Mi _ ( 1 ) i_ _ _ J_ /I 

AB A^B, AB ’ l. /; J p “ 7j P+/i 

wit, numeriquement : 

p = “T riT^ " +50d “ ptrief 

(dinptries : inverse d’une longueur esprinn^e en 

2. c. D£ term mom d‘al»nl la position de Teeil de I’observateur* e'est-j-dire I'ahsciise 

de rimage de L dans L 2 : 
j_ i i 
p' p~ fi 

avet; p = OjO, = -P ft f* = OjO' 

= I J_ = J__ J_ 

P P f\ fi D 

i>r. 

Pour cue vue net tement par I’observateurJ 1 Image A'B' doll verifier 

d m < A "O' 4«. 



Pgrtrie 1 - Physique RP$I 


ricihtet 


aterial 



Or \' 0 ' - A'FJ + FlO, +0,0' - A'Fl -/I +f' 

d’oii : £^4/j - p' -F A'PJ ^ +« 

eti -oo si FJA' ^ -19,8 cm = -J 

(^+/S -P'=W^ on)- 

UtiIJsons alors les formtiles de New con : 

F^A ■ FiX, = -/'* et KA; • fTT? - -/^ 

en posant F,A = x : 

fN. * ) - fJi * Fa] - (o -/; -/;) - 4 = 

f’l f ' 2 

d'oti : iLs = D -/; +-U- 

FjA' 1 * 


rt : 


/? 


La position x de Lobjet AB doll done verifier 3a double condition 

f? 


— &s ^ 


f? 

D-r; 


^ -{ 


tn fn 

0 sa D-f\ 4 — 

x l 


-id -n -(•) -(»-/; -/:• + J -f) 

j? _ /? 




et finakment 


sob 




S X ^ 


d-/; 


X„„„ JC *S JC, 


Numeriquen+enl, on trouve : 


x min * -10 cm, ce qui correspond it la position de AB pour iaquelk l'ceil n h a pas a 
accommoder, 

J mai - -9,8 cm!, Cecil gecommodanl abrsau oiasimwm. 

L'obscrvateur ne pomra v»ir nettement que b objets situtfs dans unc * tranche * 
d'epaisseur Ax = 2 mm, 


Chapi'tre i - 


Optiqire gfemttnqufl 


(H3 


:erial 


Exerefce m 



Exencice j« 


Association do deux miroirs 


Or consider# urn systems optiqufli (du type objects de telescope) constitite d'un 
miroir principal splterique concive (de 9 finds tattle, centra C p sommet S lP foyer F t , 
avec C|Sj = R t = 6 m }etd'un miroir secondaire sph£rique convex^ (beaucoup plus 
petit, centre Cj P sommet S g , foyer F fJ avec C^j = R ? e 60 cm), Ce second mirair 
tst place de fa;or telle que F,Sj * 20 a. 



(GtheUe non respecters pour la position tfe S r 


On observe un ofajet iumineux infinimeint ifoigni, de diamitre apparent i* = 0,2® : 
fos rayons luminepx sort ree;u$ par fo miroir principal qyi Its renvois $ur Is miroir 
setondaire. . . Determiner les caraeteristiquos (position, dimensions) de ['image fdumie 
par ce system®. 


11 Solution 

■ Lc miroir principal tonne, dc I’objjct « 4 I'intini », unc image dans son plan focal. Si 
Ic telescope cst points vers k centre de I'objet, 1 ‘image est centric sur le point F,, d on 
point A du bond de ['image c$l tonnf par la construction dassique : 



Le faisoeau de rayons parallels issu d h un point du bord de Fobjet arrive en fobnt 

I’anglc y awe l"axe du miroir, et se tefkchit en un faisceau convergent au point A, 

dj- 0 It 1 

LangkQ^lanl petit, F,A = ^ ■ FjS, = j ■ — T 

(lc lover F, cst au milieu du segment C.| S- 

P'ou la dimension dc I'imagc ; AS = 
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■ L 1 image AB «rt d’objet virtu-ci pour le miroir scocmdairc (d’jprte la position de 
cdul-cl...), qui «n dome one image A'B', qne Ton const ruit faeilemcflt ; eetle image 
A'B' cst centime cn F r ,a>njugutdc F ( dans le mirair secondairc. 



En appliquant la. relation de conjugaison de Descartes (poor le miroir de sommet S 3 ) : 


1.1 1 


S jF ,= P , S ; f; = tUp-j;--. 


2 _ 

R-. 


1 12 

SOIL — 

P P Rj 


■/ = ' 


P®1 
R, + 2 p 


er f' - 60 cm 


. grajidissement : ‘f 1 - — = - +3. 


D’ou la dissension -de l'image A r B' : 


A'B' * Yz ' AB - = 9 


= 3,14 cm. 


Commettfaire 

Hu dimension de r image obtenue doiine im bon ordre de grandeur de la dimension 
minimal? qut doit avoir le mirair sceondaire pour recevoirtoiti b rayons quisefiOJlt rt(l4> 
chi* Stir le juiroir pftripal : ie faisceau de radons convcrgeant vers Sc point A est tuft* fttmit, 
et sera coittpLftiement « inlTDccpie » par k mirudr second .lire si cclui-d a un diamfttrc de 
rordrede A'B'. 

]£ miroir principal peui tfte beaucoup plus grand : un djanifctne de iW cm correspond k un 
0 ft 

diamfttne augulaire ^ de I'ofdM de 7,7*, ce qui est compatible aver fapproidmaikm de 

K i 

Gauss. .. 

On vftriiie bien que le mimir secnndairc nnccultr qu’unc Isibk panic de k surface du 
mimir principal, « qui est essentiel pour une bonne luminositft de rapparei]. 
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Exercice so? 


5^ « Mise au point » pour un objectif photographique 


On assimile ['objectif d'uri appareil phstograp-bique a une [entitle mince convergente 
(L) de centre 0 it de distance locale image /'. 

La distance d entire (L) it I'krari (£) oO se trouvi la peUicule sensible est variable, 
ce qui permit d'eff&clwer la mist aw point 


1. On desin photographer des objtte dont la distance x 4 (L) varie de x m k Llnfini, 
Dans quel domain# doit pouvoir varier d ? 

Ca toiler Les vateurs extremes d^,, et d mx de d pour jr m - 60 cm et /' ■= 50 mm. 


z, L« fcisctau entrant dans [a lent! Lie est limit* par «n diaphragm# circulate (D) dont 
le diametr# q> est variable, afin de laisser errUer dans L'appareiL plus ou moins de 
lymiere. 


(On supposes L# diaphragm# acccLi a la face avant de La LentilLe), 

On appelle « ouverture relative » de t'objectif le rapport, p - La suite usueLlle des 
valeurs de H est 2,8 ; 4 ; 5.6 ; S ; 11 it 16, 

Comment varie La puissance Lumrneuse re cue par la pellicule quand on passe dune 
vaieiiT de i 1 la suivante ? 

ExpLiqutr Le lien entre la suite des vateurs de N et cell# des duries deposition T e (en 

,,1111 i i 

“ cood,) - Is To- To- TE- Eo- sw 


1. L'appareil *fcamt mis au point « sur I'inini »,uit point A situ* sur 1'axe i distance 
time donne, apr#s ddveloppement, une tacbe tircuLaire sut la pellicule. On admet que 
Umage reste nette tant que cette tache nest pas plus grande que Ea taille mpyenne 
§ des grains de I'&mulsion de la peLLicuLe. 

Determiner ['expression de La distance hyperfocate lg, valeur mini male de x pour 
laqueLle LI mags d'un objet A re&te nette. 

Exprimer Le resultat en fo ration de g,f et N, 

Calender Lg pour N = 2,8 et N = 16, dans le cas ofii g - 0,02 mm. 

La pnofondeur de champ ? f est la lone de L'espace objet pour laqueLle linage est 
nette : quel est, quaLitativement, le lien entte N et P, ? entre P r et /', 

4» Pour ameLSorer La profondeurde champ, dans Les appareils sans ragtags de miss au 
point, on fix# La distance d & une valour d 1 telle que 11 map d'un point I I'inini rest# 
nette. 

Don net ['expression de tf, correspondant I la profondeuf de champ maxi male, en func- 
tion de g,f* et N {on ad, > /'), 

En didwirs ['expression de la nouvtLIe distanc# hyperfijcale on L'exprimera en 
function de/' et Lo, et on en donnera La valeur pour N = 2,fi et N = 16. 
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I SoJtilJoJi 


ft 


1 . Construisons ffabord Linage A'lf d’un objct AB situe a la distance x de (L) : 
Linage A'B' doit se former darts ie plan dc la pelEicuic photographique, j la distance d 
dt (Li. 



A ? 

B' 


L E 


La relation deconjugaisonde Descartes donne id, avec p - OA = 


• x t 


p' ~ OA' = d et f = OF": 


SOjt 


j = j£- 
x-r 


1 + 1 = I I 1 - l = 

d x f r=> d f x 


avee d > 0 soit x > f'. 


d est one function di^roissante de x„ et la condition 



x... =£ x =£ 
correspond j : 
d > d > d = /' 

mil mn / 



= 




Le calcul donne : 



50 mm 
54,5 mm 


2. La puissance lumincusc ic*uc par la pdlicule esl proportionnelle & 3a surface du 
diaphragms done i ty 1 , et - pour /' cloned — i 


Chapitie 3 


- Optique g&mttrique 



jrial 


LQi 3D;3l3X] 





Exercke aa? 


Calculous la suite de$ valcurs de N 1 : 


N 

IS 

4 

5,6 

S 

11 

16 

W 

?S4 * e 

96 

31,4-31 

64 

121* 128 

236 


I -a suite ties valours de N% aux ^rreurt darmndi prte - correspond & des vateurs siie- 
cessives de la suite 2 n t a cheque fbis que I'cm augmente N d’une valeur & la suivantr, li 
quantity de lumiere re^ue par Ea peUicule est divisie par 2. 



changement de diaphragm* et une modification de T f en sens inverse (d'un nrfme 
nonibre d\unt&) lai&sent indiangfe l^nergie re^ue par la peUicule,, c'est4*dift sort 
« exposition)* (impose par La nature de Ikmulsion, plus ou morns i rapidei..,]: 
energie = puissance I u mine use x temps d'ecpo&ition. 


3* la miw au point *$ur linfini * correspond I rrgler I’objtttif pour que 
‘I - ^ny„ = /'■ 

Or, pour un point A Jr distance link, Uiitiage A' $e fomw en arrkre de «e plan (objet et 
image sc deplaccnt dans Ic mime sens), 

On a done r 



ce qui correspond dans le plan f El - plan de front de F -4 line tache d’autant plus 
grande que le diaphragme a une valeur N plus petite. Pour un diam&tre $ du 
diaphragms, la tactic dans Ec plan E doit avoir un diamine maximal egal soil, avee 
OA' = if et OF b f 


& ^ 
<D 


d' 


(triangles semhlables) 


wit, am" d' 




(tfUrt * 22 


c> 

N " 
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Ns . 
f 


x*x-bdi*L 


d' 



Nirni^riquement, pour N = 2J, i 0 = 4*1,6 m; 

poyr N - 16, L n = 7*81 in. 

La profondeur de champ esl d'autant plus grande que est plus petite : on peut par 

1 K 

exemple la cancel iser par la valeur de r-, qui varie proport Lonnellemenl i — : 

L o /' 

Commentaire 


On augment* la pro(ond«ur de champ «n augmentam N,« qui, pour une pellicuk donnfc, 
conduit I. aiigmenler ^ (pour gander one exposition correcte...)- oequi augmcntc 1c risque 

de * boug£ » ou de * rlou »d6au mouvemem eventud de I'objei photographie. J 


4* Dans le as d"un objer i I'infini, ct poor one valeur d, de d, different* de f\ on 
obtient la figure suivante : 



Lcs triangles semblabks donnent encoFC : 


£ * 
4 


r 



i = £ + ] = ^ + | 
r ♦ r 



so it 


*h = f * N l 


Le plan de la pclliculew trouvinl I ccttc distance d i dc{L), 3’ image d'un point objjct A 
(i utic distance de L inferieurc I Lq) sera en un point A', & une distance d' > d 3 ,« qui 
donne Sa figure suivonte : 


Chapitie 1 - Optique geomfctJiqua 



aterial 


Exercfce mi ■ 





Exercice mi 



SE A est 4 k distance de (L) t I Li lUiehe dans \e plan de (E) est de diarrktre g, ti Its 
rri angles semblsbles donnent encore : 


£ 

4> 


d'-d, 

~ir~ 


d t 

7 


av« 


soil 



et d'apr&sle 1, : ii ' * 


Njf = d, 

r if 


-ir+m- 


4f 

4 -f 

4 - r 

Kr 


4 _ r-Njf 

4 /' + Hg 


ii = ■ r-wg - 

4 f + Ksr f + Ng 

cl finakmcnt : 




2Ng 


r -£: +J CL = £: t b 

^ 2 2Ng 2 2 


'•:cii r , poisquc L,j » /', quel que soil N ^ 


[ J # — 1 

L fr # y 


4 = 22,3 m pour N * 2 h fl 
[4 = 3,f I m pour N = 16. 


Commtntaitei 


Nuturts <jue I’amdioraKon ic la piofojidcur de champ ohtmue asu 4. ntassile un podthkn- 
iseriwnt du plan de la peUieule qui depend de 'la vakur tie N : pour que I'image d'uxi point 


5&I 


1 501 Pastie l - Physique MP5I 


Copyrighted material 





I rinftni rests louiouiu nette» il flat thnisir la valtui de d, curmporidani i la. plus petite 
ugteufde N, et si oh modifie ensuiteNJa valeur ded, n’esi (ce serait imp com- 

pliqud, k but etam de rdaliser uo appexeii trb simple,,..}. 

Le calcul de L* n'a done de «w que poor uu ipparei] inii&e au poim fiw et diuph™&m* 
fixe : pour obtenirdes photos nettes tLobjets rehtivemeni proebes (14 “4 m)» ii faudra 
done tin diaphragm? de vafeu r . . <*u redo ire Uvdleur de f : poorl 0 et 14 indismgGs, 

un, dqeetif cfc tn.;,d( /' = J5mm conduit & N = B. 

Si d, est CaJcuk pour urt diaphizgme minima] N| t le olcul de L* cn (bnctian deN (id, fbti) 
conduit a : 


L a 


f'+N|ff 
'(N| + M>f 


soil, pour M l = 2J et N = lti |et f* = SO nun ) 

[.'. a 6,63 m 

lie gain est fadlr par rapport a L, leas ud tf = /'}, 

t'op^mtioii tj'esr intdressaute qtie |<our des diaphragmes de vsteur d]evte pour Louverture 
relative masimale... 




^ Etude sommaire d'un microscope 

Un microscope est constituS d\in objeetif et d'tir oeulaire, places relativement loin 
I'un de l'a litre. Op pent le schematise r par ['association de deux lentilles minces con* 
verqentes, L l Eepreserttant L'objectif et Lj L J ocuLaire 1 

L, L 2 


Fi 

f; f* 

n 


A 



Pour Let applications rmmiriques, on prendra L t et l 2 de distances fbcales Fespectives 
/] = 1,2 cm it fi - 2 cm* On notera A La distance entre le foyer image tie i l et 
Le foyer objet de L 2 , avec A = IB cm. 

1. Li mage don nee par Tociulaire etant norma Lement situs# i I'irfiri (coni afin d# Limi- 
ter La fatigue visuelle de Lobservateur), i quelle distance de L'objectif faut-iL placer 
Lobjet k observer ? 

Fair# un schema du trac# des rayons liimineux issus (fun point i de I'objet situ 6 en 

debars de L'axe dm system#. 

CatcuLer dans ces conditions le grandissement de I'tibjectiF, et determiner la dimen- 
sion anqulaire a de Image vue par Lobservateu r. 
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Exercise joa 



£>Quand lobjet, plac£ a une distance cf de ["ceil de Lfobservateur, est direeteffieriit 
observe S I'ceiL m, il est vy sous m angle a". 

CaLculer le rapport ^ = G c , groHissement commercial du microscope. Fairs Tappli* 
cation sammerique (d ■ 0,2 5 m). 

G. 

La quarrtite — t$t appetite puissance intrinseque %> du microscope ; cbnner ftipris- 

p 

sion littflTale de «tte puissance intrinseque. 

3* Le microscope n£tant pas parfaitement rfgte, I'image ob-serv^e n est plus k finfim, 
mais on suppose gu’eLLe se forme i La distance d prlotdenfe au-dela du foyer image 
de Lj : grace I ("accommodation de IwiL, Lobservateur la voit encore nettement... 
Par rapport a sa position initiale (question 1_), de comblen L'o bjet i-Pil ete d£pLac£ ? 
Ce deptacement correspond a La « profondteur de champ * du microscope, 

Le tapper* — . a-t-il et# modifii ? 
a 

Si <xii r cafouLtr sa nouveLle vaLeur. 

4. On remplace la LemtiLte L 2 par tin oculaire dit n de Ramsden constitue de deux 
LentilLes converge ntes L ? identiques a La precedente, piacees i La distance e = 1 cm 
i'une de L'autre. 

Lfobjet Slant pLad dans, la position du 1*, comment fout-t-il placer ces deux LentilLes 
pour qye LI mage donnie par cet otulaire se forme encore i Finfini ? On determiners 
precise men! la position de L'image A" doonte par L'objectiF (image de A situ® sur I'axe 
do microscope) par rapport aux LentilLes de Ifoculaire. 

fairs une figure do tract des rayons Uimineux issus de 6' it traversant I'ocuLaire. 

Le rapport — ■ esML modifi# ? 
a. 

Si oof, calculer sa nouveLle valeur. 


B Solution 

1* Poor quc l'image donrufo par roculaire soil silufe & 1‘inKni, il faut que I’objet cor- 
rcspnndant (irnagf intermcdiuire) soil pLac^ en F,. 

:f, a. 

On a aistsi A — — * A, • F> — —> A 2 a I’infini. 

Fn utiUsant la formuLe de conjuguiscm de Kewton 4 on a done : 

Fa- w s = 

soit 

Applka twn numcriqm : FjA = -Q,08 cm = -03 mm. 

Conclusion : A est pratiquement en F, (t'lchelle n’esl pas respeetfe pour (a figure). 
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Ex«ird« m 


I, uji dlveloppement limits au 1” ordre nous dome : 


F|ft* 



+ 


fV 


} 


L’objet m done ele deplac£ de l 

f* i ( ■’ i 

- -1 — L h M it 7 - 10- 4 cm !P 


Contmcntaire 

I- ■ : : 

La proioudeur de champ que I on vknt de eaJcuUsr »t tits fgii>k,ce qui juslifie rutilintion 
dW vis, tic mise au point rapidie et dW vis micrometriquc dc rdgkgr fin. J 

ft' est indiang^ (a - ' = ) 


FO if V 1 \ r* 

et y ' = ' • ~rz * f A - -> j = y + ~~r? E y * : grandissement de l’obj«' 

P l A 1 v 4 t 1 


tit pour la nouvelk position de Pobfet) 

fV 
t\ 


cl = IvlAB 


a _ IyM ft 
«' K V\ 


Iy1 = ItI-^ 
4f\ 


On Imuve ujl gra&sissement commercial inffrieur ii celui Irouvi au, 2. 


Appikvtrw rivrrn?rufue : — , = 185 , 8 -. 


4, Pour quc Pimagp tie A wit a ["inlini, il taut quc A'{inupc de A par robjectif) soil aw 
foyer objcf de loculaire. 

Fn appelant et i'Fj b foyers objct cl image dc la 2 e knlillt formant avec Lj 
(foyers F. et F> ) l oculaire de Ramsden, on a (cf figure 2) : 

L? St 2 

A — -*& £ — -♦ point it I'infma. 

U’apres Id formula de ronjugaison de Newton : 

fTa"'* kj 2 = -/;* 


avec f; , f , = f'o,+<>,o; + a r 2 & £ = e-z/; 


d'ou 


F : A' = 


zli 1 

t-lfl 
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Exerdce s*a « 


D apres la figure 4 : 


it. 






/! 


Daprii La figure .? ! 


_ o 1 ^ l — o z o; + o; y f ; 

= A U =~=r = yAH . / j — =4 yah 2 


0,A' 


O^ + FjA' 




/V 


'-2/; 




d^iu a = IySAB[ el ^ 


lf \ 


/S 


avee T = -77 (c/: 1,) 
/ 1 


a Ad 

an 

O' /W'J 

l n ) 


On recto uve la valeur initial? du grossissement commercial trouvee au 

2/j -e - .,3 

par If lerrtie ■ — p — ■ quo vaut id - ■ 

h 2 

A.N.: G, = 2 & 12 . 


2. multipMe 


156) Sortie 1 - Physarpje MRS! 


Copyrighted material 




p^rtie 






Electrocinetique 2 

A . Regime sinusoidal 

B - Filtres actifs et autres circuits avec amplificateur 
operationnel 


...... 


A, Regime sinusoidal 


Generateur sinusoidal 


Un linlifiteyr parfait G de tension sinusoidale delivre une tension e(t) = E cos eat, 
avtc E = 21® Jl V et tfl — 2 it/, / = 50 Hi.. II est connects a deux conftefi&ateurs C 
en s£rre tC = ? pF). et l ensemble corrsEitue une source sirusoVdaie de bornes A et & : 



On veut determiner Hes carart^ristiques, en reprise permanent, de ce g^n^rateur. 

1, Oonnei liquation de la caracteristiqu# - en amplitudes oompltates - dt ce gentateur 1 
U = /(I)- On poser* R fl = 

2* Eri dlduire Ha caraet4ristique r ers amplitudes rMles, U = p(I) torsque ['utilisation 
brandwe entire A et Et est une resistance pure. 

Tracer la ccurtoe representative de la function g , Quel est le courant de court-circuit de 
ce gtntrateur ? Preciser le domairne des valours de I pour lesquelles U 0,5 ■ l) m|a . 

1 1 . Ce f a. u I savoir 

* fjquivpl^nce Norton ^Tli^rmn- 
- Utilisation ties amplitudes complexes. 

■ 2. Ct fa.ui camp eft e 

On pent appliquer les theories vusen regime permanent eontlmi, a condition d’uti- 
liser les amplitudes complexes associees aux tensions et a ot in tensites et les impddan- 
ers complexes qui caractfrisent les different dipOles pauik 


■3. SoJuUoh 


POENT COUPS 

A ime tension sinusoid ale quelconque n(t) - Ucosftiir + <p) est associee utie 
amplitude cornptexe U - Ue^ nornbre complexede module U et d'ugument q>. 
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Ainsia 0 = E cos tint, on aswcie Tamptitude complete E = E. 


Le condensate!] r C cst caracl^rise par son impddance complnu Z t 
On pent proc6der par simplification (Thfrenin « Norton), 


i ijjC 



E 

On a done U = ^ — — [ 


2Ht 


ctpnisquc ^ = — = — 2j R 0 . alors 


U*| + jR 0 I 


2 . Si 1' utilisation bran choc enire A et fi est une resistance pure (impedance complete 
rfcllch U ct I K>nt en phase, et done U et jR t J sont dc phases de +** 


En utilisant la representation <lc Fresnel, 
il vient iinmeiliatcment ; 

U^ + fEtflO 1 - j 


a U-Jf-Rjl* 

Cette relation pool encore sprint : 




equation caracteristique d’une ellipse rapportee £ ses axes principal!*. 


Ch|ps|re 4- 


fclectrncmehque 2 



-rial 


Esttrcioe «n 





Exerdce 4oa m 


D'ou Jejjjaphedf U - gt I ) : 
tecoorantde court-circuit (U - 0) estdcmc: 

T, s = ~ = EC<i> = 0,63 A 

soil (I LC )., fl - (M8 A 

d ou repression dc I - 




cion aura U ^ 0,9 U nu35 (awe U m „ = |) 
lantqyc: I 3 * I 

=£0,l9d^ 
soil : E -“= 0,44 ■ 1 L . 

I,. 0,21 A (era valeur effkace). 


@ Circuit RLC 


t. source de tension est sinusoidale j 
e(l| - E 0 mso>f,. 

a. Pre-riser, sans calculi, be comportement dy signal f(() 
de sortie, on regime dtabli, en S,F., en hLF. et 

enfin pour o> - to, - -JL- 

■M 



//■//// 


b* On note $(t) = e( £)) avec; s(f) ■ Se ' ft-e(t) = Ee 

Determiner El function de taimfert H - = = | H|e jT ^ -l), 

Traetr te coyrbes donntril G 4 e * Mog[Hj et ^ en feortien de X ■= 


nor 
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2. On d#pn? ttnir compte de la resistance R de 
la bobine, resistance que Ion place en serie 
avec Linductarce pyre l. On pose 


Q - 


Uo, 

R 


L R 



a, Determiner la noywslle fafiction de transfert H' = | = |H'|e JT en fonction de Q 
et de ^ (regime sinusoidal £tabli). 


Ik Tracer Lescourbes dormant = 20loq|H'| et y* m fbnction de X = Log| ^ 
On prendre L = 10 mH ; C = 2,2 rtf et R = 12 Q. 


c. Pour £tudier le regime transited re, on attaque 
le eircyit pr$c£dent par un Echelon de tend, ion 
s(t) d'ampiitude E fl - It eapacite est initiate” 
nvent d^chargie. 

Determiner la tension de sortie stir) aims! que le 
coy rant ?{t) dans le circuit. Les resyltats seromt 
esprimes en fonction de <y £J 0, E 0 et t. 


elt }> 

h 

l 



t 


■II. de <fu j il £&ut gavoir 

* Utilisation des amplitudes Complcxcs- 
*■ Determination et etude d’line function de transfert. 


lit. £e fant coJtiprelitffe 

En T%ime confirm £tabl i {&> -> 0 ) , unc capacity ne sc Laisae pas traverser par un courant. 
Une inducLartce ^oppose aux variations brusques tie couranL (intensity nolle pour 

m W5 } L 


■ > Sojutioli 

1* tu« A La Limite en T.B.F. (trts ba$$c frequence), ^inductance Lanstilue un court- 
circuit et la capacity C un coupe-circuit : on a clone f ■ t (pasdt courant) « H ■ 1 . 

* E a T.H.F., lea r&lesde L et C sent inverses et la sortie est court’ drcuttee, d’oii s = 0 
el H e 0. 

11 Pour la pulsation tn e1 caracteristique du circuit scric L-C, Timpcdance devient nulte 
ct le courant theoriquemenr in (ini. II en result? que s prend une vadeur Element 
infinic. 


Chapitre 4- 


ElectiocsRettqye 2 (163 


rial 


Esercice ecu 



Exercice 


1 . b. Notons Z € =■ et Z L = jLea les impedo occa complexes de La capacM tt de 

I’lnductance. Le systime const it tie tin diviseur de tendon { ntftme courant dans L ct C) h 
soil : 

S | 

— = E ~ Z c +Z L ^- = 1 + V C Z L ' 


FLiialemeni 


H - 1 - 

1 

— 1 - LCui* j 

o>y 


[] vicnt alors : 


c.,,„ «■ ,'fiioii i ; a’oi.: 


---+« =* CdB-tt 


2»i =, 

US.. 


G dll ~-«]ogW - -40X 


- (0 - f|\ ^ C dB Ht + «. 

* D'autre part* on a H reel po&itrf pour ce < us c et H riel imptif pour o> > 0> c , ort 
peut done prendrf : 


ip = 0 pour oj c to L . et Kji = - n pour os > h ( 
D’oii Its graphcs : 
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Remarque: on li 0^,, - 0 pour 


-© 


= I, c'esl-d-d ire pour 


■ 1 =* “ ■ M ( x » - lQ s(s) = ,ogJi * °' 15 } 


B POINT METHODE 

IL est rare d’observer une discontinuity de la phase. Ici t La phase est discontinue lars- 
que -» w. 


2. a*Avec Z R — R , impedance de la resistance & 
j] vicnt maintenant : 

Z C 

H.’*' ^ 

“ Z. f +■ + z^ 



Soit encore : H J = 


i 


D h oQ 

Or 


- I+Y c (Z r + Zj) 
i 


i^ j 

(l^LCtt^ + jRCa} 

LCco 2 - el RC(U = RCo. 


t * 

LCd)3 


, j. Leu 

Deplus Q = — - = 

K R RC(0 


RCru 


(puisque LCu^ 1 = I h 


Kur 


H' = 


-SMS 


II est a remarquer que R ne joue ancun role dans le& eomportements asymplotiques 
(fi> -* 0; et (a — >■ + **> en fait to »C0 f } qui restent done identiques a ceinc dycrits 
dans le L 

Pour &> = <£> c , La presence de La resistance Limite la valeur de H y | : 

H'(U<) “ (TTqI ‘ ~' Q et G *<®c> = ^OlosQ. 


2 . b. Dwgromme tie Bode : 
Cette fo iS’Ct, no its averts : 


G dtt = 20!o$ 



-"'-[(-(sD'-ien 


Comme on vicnt dc le sotiligner, on peut ycrire : 
« cn -* 0 => G jb — » 0 
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Exercice *o? 


Exercice 


■ to ti 3 c - ] = - 4 GX a vet X - log | ^ j 

■ uj = [fl L ti da — > 20logQ. 

Cherchons si la court*? prescnle un maximum : 


S'it rxisie, il sc pnoduii pour ti> id que 


dG 


JB 


do 


= 0 , 


c’est-a-dire pour 


ou encore 


d’oii 3a conclusion 


■SltH 1 -©')]■” 

(ger-o-A)]- 


to-, 


CO 


J_ 

2Q^ 


^-1-^- cfeque Q>~ 
0J U ■ 0 danslccascontraire 


1 

Ji 


CammenltiircH 


Le facteur Q ■ — — esl tn fait le Eadcur dc quality du circuit RLC s^ric. La rlponse du dr- 

i" 1, 

cuit elan! prise aux homes tie 3 a capacity (riponse en amplitude) , ceUe-d tie presmtera de 
maximu m, f different de tu = 0 } que pou r une valcur de Q sup^rieuxe 4 (me v.dcnr critique 

Or^pleil 


J 


Dans le eats qui nous iaienesse id, on a : 

Q _ 3 J L t 1 / SO ■ 30 -' 

R MC " U*jl ,2 ■ 10-'* 

^?Q = 178 

Cii M 

et done — = 1. (i I0'*prfcs). 

De plus ZOlogQ ~ 4SdB, 

It n ccqui conccrnc la phase w\ cdlc-ci cst Iborric par : ip' = Arg(H'). 


Sent 


tan 



avec slay' < 0. 


Ainst pour Co < t0 £ : r e f- oj et dfcrait deOa quand to augoienledeDi6i c ; 
- pour ti> > 0),. : Y e ^ j et deaoil de a -1 quand to croft de (i) { a 


L i cart ni. 
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Common take 


La phase «i maijit*iaj]t continue* Je gaiji restant lini* 





Chapitre 4- ELertrociniticjue 1 (167 


Exerdee *oi 




Eaercice <$2 


On pent aussi retrouver directement cette Equation differenlielle, 
On a: f(f) = H L +u ft + s 


ct : 


dr 

-■ = dt 

di 


m 


D'oEi, en fordbA de s(i) el de ses derives : 


Or 


dTou 


e(,f) « S <0 + RCy%LC-p* 
a r a f * 

■ re H | = RC “' 




Posons f) = S(u) avec u = temps reduit»)J] vlent ; 

ds dS d 2 s _ d 2 S * 

d t du c dji ” d u 2 c 

d 2 \ 1 d^ 

soil - + —— + & - E 4> pour u > 0 (t > 0 >, 

du- Qdu w 1 

[.'■l l i.] li jt unii carattMsiique aisociie a eette Equation different telle esl fournie par : 


d'oii 

Or Q » 1 so i i 


x 1 + — a + 1 * 0 (solution en e" ) 

-55 *1^ <w <3- >»>!>• 

'-ib* 1 


soil S ( u ) # E d + e > Q [ Ao os (n) + Bsta(u)|> 

lass condiiions initials imposent 5(0) = 0 (corUinuiK de la charge du conclensa- 
teurjet r{0) - 0 (presence de rinduetmee L) b d'o(i ; 

S ( 0 ) ™ 0 => + A = 0 el A = 

JjC j 

i(0) = 0 ==* — (0) = 0 ^ B - — A = 0 er & la meme approximation (Q » 1 ) : 

U - Ch 


Finalemcnt : S(w) * £., ■ 3 -e -O cos(m) 


cl 


s[t} $ £q| I - e ,o cost0 L f J 
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Leoourani i(ij ^obtient tacilcmcnt avec r = soit pour Q » 1 : 


i(i) * CE^m.e ^0 


Commmiake 

jlTpifewedf IViponentitJle met «i evidence un temps caracteristique f {pour t » t , 
*(0“F-o ft 

Q ' 

Poscns en eflet, I = ikm > exponent teLle present? dans s(f> et /( (} s’tfcrit e et tes 


gmndeua ^ne^gfriques comme l Lri varitm noniMeni tn « 


J 


© Sonde adaptee pour oscilloscope 


L H imp£dance tfertrle z e d'une vote X (on Y) d'un oscillos- 
cope est assimilable - en mode DC - a fassociation em 
paraiiyie d'une resistance R^ = 1,0 MQ et dyne capa- 
city C ; - 20 pF. 

1. Determiner k module l p de cette impedance pour yne 
frequence f - 1 leHj, puis / s 100 kHz, 

Proposer une metfiode, utilisant I'osciloscope, pour 
mesuner ft C^ . 


t. On brandie, entre Les bornes A tt 8, le qua- 
d ripdle passif [0] represents sur la fipurc 2, 

a. On alimerrte k systime avec une source 
ideate de tension sinusbwiale v(f) = V^astAf 
de pulsation © ftxie, 

A quelle condition portent sur R 1f Rj, C t et Cj 
le rapport -j est-it constant et independant 

de la vaieur de co (on $e placera eo regime 
sinusoidal eta bli) 1 





lx Cakuler R,, et pour ^ £n dadoing la vaieur du module cfe limptdance 

d'tnfcree Z' vwe entre les tames A' B' pour / = l kHz puis / - 100 kHz, Condure. 
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SO* 33ipJ3X3 


c. Le quadripole [Q] represent® une sonde de mesure quae I'on intercaLe eotre le dipole 
0O1 ton preleve Li tension tt ('entree de LosdUoscope. 

R. est ftxee 1 la vaLeur olculie au 2.b. et C t est ajustable. 

Proposer one methods de r^Llge de La sOrtde saehant que Loti dispose Suf IL r OStilios- 
cope cf one tension canrie de quelques kHr. 

111. de gpa43 fau^ ^av&ir 

Points de tours 

* Notion d'imp&ianee ccimplexe — association dlmpAJanoes. 

- Forti-tion tie transfer* en regime sinusoidal pour tin system e lirfeaire stable, 

Outil mathematique 

Rctcnirqu'un signal physique s(f) « qudccnqw », done non n£ccss»irmicnl sinusoidal, 
peut etre decompose en une somme- on g£n^al continue -de signaux sinusoidaux... 


Jl, de ^u } jj fVal eomprgh*fre 


2 * Le circuit propose constituc u:n pout diviseur de tension, Pour ftw constant, le rap- 
port - doii etre independent du temps, et on le veul indtfpcndarit de to: en tenilcs 

. U 

d'jmpiitudcs onmpfejccv eda correspond k — = { nnmbre riel } , ind£pcndant de CO. 


U 

Le rapport -j 
des deux groupes RC. 

Si la condition chcrcti£cc$t rcaJiseeJa tension u(t) est semblubfea v( t) ^ «( t) ■ ] : 

I 1 observation a ['oscilloscope n’est pas perturbee (le fegbge des gains permef de com- 
penser la differenced amplitude...). 

[.'intcret du montage ne peut prpvtnir que de l augmentation de fimpMsiuc d'otlrfe 
de t'appareil de inesure ( RjC, + oscilloscope), c'est-A-dire finalement de b diminu- 
tion de la perturbation apportee au circuit etudfe, qui est la * source® fournissant la 
tension vi t ) r 


V'l 

“ ?• 


s 'exprime ^implement en fosiction des impedances Z, et 2, 


■TV. Solulioh 


1. Les deux composants Rj et C 2 sonl en paralfele, leurs admit- 
tances V sajouteni done : 


1 1 

b ■ z, ■ r 2 +,Ci “- 
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z =• 

— 1 +iRjCjW 

_ r 2 

Z< m Vl+(K 


> POINT MBTHGDI 

Le module Z £ de Z E «t obtemi 5 paitirds Z £ = |Z C |- = Z^Z*.... 
On a encore pour z = k* j>' =J | z|’ = X 1 + =s jr| = Jx* 

|5| 


et pour z - f => k = 



a 

£ B 

- 

“ 

b 


D h ou Ic resultas. 


Application numtirique ; 

? _ 10 ^ 

/l + ( 10*20 10-'* - 2ll f) 2 
f- 1 kUz-»Z e s G.WMfi; 

/ = 100 kHz -* Z t = 79 kfl. 


* Me sure experimental? de R 2 et C 2 : 

- Mcsure de Rj ; on realise le montage repre- 
sents ci-eontrc oil E cst un jjeneralcur dc ten- 
sion continue, Er regime permanent, la 
capacity csl 6quiv&Lente 4 un circuit Oouveri, 

Pour R = 0„ on a u ■ E el on observe line 
trace horizon! ale sur Eecran assod£e i line 
deviation verficate A 

F 

Pour R = R,, on a u = - (divlseurde tension) el la deviation verlicale devient 
On ajustc done la valcur dc R pour que 3a deviation vcrticaJe soil divistie par 2 [aJors 

R = R z ). 



- Mesure de C 2 ; eft) cst un gtn£ra- 
tcur delivrant des signaux carrcs de 


tension crite 4 crite E et de frequence 

-H K-n 

[ 


quclques kHz, On fait de plus r 

*\ R, 



R - Rj C# riglage prietdem), ' v 

J 




r 1 
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Pour f e 


:»+i) T .(» + iif. 


E = 0 cl k circuit $t riduit 4 ; 


1 J 

L 

R ? “ 

-C, 

l J 

t ) ■ 

[ 1 

— c 2 

T 1 

r 


L 

2 



K, 


du . dir 


l>cs tors : « s ct j ■ C,— ^ -r- + 


dt dt RX 

rx 3 


u = § 


d'oii jj(I') = «(0)e 1 ms€ : 




11 itiffit dors. de mesurer t el d*en deJuire C 2 connaissint R 2 (pour R. 2 = 1 Mfl et 
Ci - 20 pl\ on doit avoir l - lOjis). 



Ainsi 


u(l\ _ 1 
w{0} f 

Le phgnomtneest fadlemenl observable si Ton impose tine demi periode de Itordre de 


. ■ T RjCj r 

queiques T, scut : — - qq — — ^ qq; “ 


1 


R,C 2 


= SO kHz. 


Unc frequence /dc I'ordrc de quctqucs kHz serobk convcnir. 
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2. a. On sc place en regime sinusoidal 
ii a W Loo a done en notation feellc : 

¥ - V^COSMf el 
u - H(ta)V c cos(&if + $p(£o)L 



Point coum 

La relation entree (vf l}) - sortie (n| r) } s’esprinse simpEement en notation com- 
piece. On a en effet : 


V“ rt u . vjK( i o) e i *“’] t " 


Soil 


# - H «■»»'*"* v 


r t - H(M)V 


0 d 


La grandeur H cst appetfre function de transfer!. 

On a ainsi en notant V m (id V m m V 0 )et U m les ampthudei des iignaux simi- 
So'idfiWK H-f) el m(Ot et <p' IV'fince de phase du signal dt sortie mx le signal 
d’enlrfe : 

H - |H| - ~r « <P’ = <P- 


Fa&sons en notation complete. 

Le montage propose s'identifie a un diviseur de tension. 

On a done : 

z* 



D’oii 


v 

u 


soil ; 


i-s; +iC l “-i: <I+iR ' c >“» 


v l^l+jiRXjto 
u ' Pj]+iR|C ,(0 
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On veut c]ue le rapport de cts tensions soit unc constants indlpendantc dew. II font 
done que : 


1 + JR 2 €vC 0 
1 + jR,C 1 <o 


calf = L 


Or pour to = 0, il vient Jc: - 1„ a qui implique pour tout td 
1 + jRj.Cjffl -a | +)R i C 5 «o 


RjC+ = R[C] 


On a alors : - - i + — 
U K. 


H 



1 + &Z 


Les tensions u ft v sont on phase, ct leurs amplitudes sent dans un rapport constant 
quelle quo soit la pulsation tfl. 

i R 

2. b.On a - = — pour I + - 10 =» R L - 9R, 


10 


Kn 


SOM 


R L “ 9 MO 


La condition R,C, = lt 2 C 2 devant fcire realist, il vient 


c, =C,^ = 20 yi=>C ] . 2.2 pF. 

L' impedance Z J t vue eotne A' et B' correspond i la miteeit siriede# impedances Z s 
et D'oii : 


Z\ ^ Zj + Zj et Z\ = 


R, 


R> 


ZJ. _ l I+>R,C,m 1+jRjCjCO 

Or R C| = R,Cj soil : 


Z'_ = 


1 


— r l+jR 2 Cj(B 


(R, + Rj) = 


fti + R 2 


Rj 


LO 1 +jRjCjtt 


Nous avons done ; Z ( 



soit encore : Z' r * 1 0Z P 


/ = ] kHz : Z;=9,9MO 

/= ]muh: z; *■ 0.K MH- 


L'avantage r^sulte de ('augmentation de rimpdidan.ee du circuit. Z, + Z 2 nmplafant la 
sculc impedance Z 2 (lorsquc la tension v{t) cst branchee dircCtcrftcnt a I'enttit de 
I'oscilioseope). 

Le dispositif de mesunc absorb® alors (par rapport au montage dectriquc (oumiuant 
la tension v{t) 4iudi6e) un cotirdht lOfois plus petit ; Is pert ur but ion appoint? par 
I’appareildc mesure cn c$t d i minute dVutanl. 
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On applique done a I'omric de la sonde branch^ sur I'une des votes de l 'oscilloscope 
la tension csrree dc qudques kHz disponible sur I’osdllostope liu-meme, Lorsque lie 
r&glage de C ( est correct, on doit obtenir a I'&ran u,n signal • parfaitement » carre i 
dans Ir cas contrail?, la relation entre u(f) et f) ne se reduisant plus a une simple 
proportionnaSi ie car re est d dor me. 


Ct? m merit H i res: 

\ Un signal « queiconque * v( r) peul e$K i nterpp$t£ comme utw som me { m fi nie ) de oompn- 
santes s inuwl'daie* ; n ( { W + <p ir (tt)), 

Lc systfrmc LLnfaire Iransforme La camposantc « ta ■ en : 

iui) cost USf + ] id- H = H( 0 }£!?'“' ), 

Ixirsque H(« 0 ) * ti fl - cste et = 0 , cheque composante est simplernem multi- 
plier par la consume recHe H n . Le signal dr sortie jj(i) 5 h idcnliftedori & ht„v(t) et repro- 
duit done, i une consume multiplicative prts H t „ ie signal d’entrte a) 


Ce disposittf con&titue une sonde, qui permet de mesurer a [’oscilloscope une tension 
en rdvisant notublcmcnt la perturbation apportdc au circuit surtout lorsqu’on cst 
contraint d 1 util User dcs cibb coaxiaux, dits * blindcs- *, pour se plotter tie tensions 
parasites.,. 

On pent se poser h question du comportemenl d'un tel circuit en regime quelconque, 
non sinusoidal permanent . 

Le plus simple cst de comparer les cotiranis i et f imposes par la tension v (0 branch*!* 
directernent a 1 ent ree (R z , C 3 ) de ] 'oscilloscope, cr par la tension r(t) atiK homes du 
circuit tit ad ie. 


Dans le cas de roscilloscope seul ; 

. _ v .. . d e _ „ f v d v 

' ■ R , J di - Hr &*Tt 


ct s pour le montage etudic 


v-u,,, d(v-a) 

' “ IT |— dT - 


soil : 


_ dL j 


du 


J ' = R, +Cl dr R, Cl dr 


avee ^galemcnth pour le bloc RjC 2 t 


= C 


f_JL_ + ^u) 

\liyC, d tj 


V - u 



C, 
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Exerdce - 10 * • 


Danste cas ok R ( Cl, = R } Cj, LI vLenl 5 





soil : 

f * C,fp 

\-df] 


lc> i 


cl linaLcme-nl : 




j'= 1 j = l 

C 1 + c 2 10 


tour tout? tension v(f)„ k courant derive dansle dbposttiif de mcsure est dix fois plus 
faible que dans k casdu branchement direct (ce qui impliquebin line impedance dot 
ibis plus grande dans lc cat du regime sinusoidal permanent...). 

Pour que cettc propriety soil ind^pcmJante dc 9a forme de 9a fonction v(f). il faut que 
Ics deux blocs < R ( C|) et (R 2 C 2 ) soient « semblabte»»,ce qui correspond I I’^galite 
des LOnstanles de setnps,--. 


^ Fonction de transfert 


On thereto I determiner Its. caract*risti- 
qut& du quadripole represent* sur la figure 
ci -centre. 

On prerrdra = 1 nF r t 2 = 10 nf, 

R s = 10 kQ et on supposera que He qua- 
dripole est brancto en sortie sur une 
charge infirm de telle sorts que le courant 
de sortie i reste ccnstamment ngL 



AVXV 


1. On se place dans cettt question en regime tontinu etabli. 

Determiner les resistances d'ercttee R e et de sortie du montage dans le cas ou le 
circuit est aliment* - entre A et B - par : 
a. un generates ideal de tension continue Eq ; 

b» mo g*n*rateur de tension continue de f,*,m, Eg it de resistance interne R # * 50 Q, 

2. le g*torateur de tension est d*sormais sinusoidal et de pulsation to, On eonsid&e 
Le regime sinusoidal etabli. 
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V, 

a* DMermiri^r la fpfldkn de transfert H ~ - Com mender. 

~ If 

Tracer l« diagrammed de Bode dormant = £0(og|H| amsi que = ArgiH) 
era fonetion de logtB. 

0n pMera “» = r^ct^ et “ a ' 

b, On ajoufae en parallels avee une resistance R ? , 

Reprendne I'ltud# precedent#. On envkagera ptudeurs css selon qpe R^ est syp4= 
rieur, £gal f cru inf# rieur I R^. 

*>”' < * R.R/q^C,) * 

Tracer Les diagram mes de Bode pour Rj - 10 kOr C* = 1 nf et : 

R 2 C, 

* tt - i avec ■— = 1-0 r 

R, C, 

• — = i jvec — - lit. 

C, Rj 


'll, de tpi’i] faitt savoir 
Points de cours 

■ Resistance d'entrte - resistance de sortie. 

* Fonction de transfer!. 

* Diagrammed de Bode - comportements asymptotiques. 
Ou til roathematique 

* Calculs sur les nombres complexes. 


■ 12 . Ct cpa j il f&ut dompreh^re 

1* On sc place cn regime continu dabli, regime poor lequel les capaciks sont equiva- 
kntes a dcs circuits ouverts. 

2, Lccourant i, itant nwl (charge infinseh tc nkmecourant traverse ]cs branches AC et 
CD. On cit dors cn presence efun diviscur dc tension, « qui per met de determiner 
simpkment J'espresiion de la fonction de transfert H. 

Les diagrammrs de Bode doivent mettre en evidence les comportements asymptotic 
ques [a T.B.F. et a T.H.F.), comportements que i'on pent retrouver direclement en 
modifiaot * a vuc » le circuit propose {h T.B.F., les capadtes se reduisent - 4 la limite - 
a des circuits ouverts alors qu'en T.H.R. kur impedance tend vers zero. . 


C ha pi tie 4 - 
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Exercice m 


My Solulioji 


Point cooks 

Caitiid^ns le sysl^me source - 
quadripole |ABCD] - charge, 

En regime canid u etablijedipfile 
[ AB] VU de la source est equivalent 

it one (^sisiaitceappdie rdstaanct 

d'entrec R, f , On a ainsi i 

' R - 

R f - ■ 


tv* ® 


quadripole Q 


\ v *\ [k 


charge 


File ne depend pas de la source ; I 8 3 U 1 v 

mais depend du quadripole Q rt 

trci general dr la charge, ■ ■ 

Pour ur gercratcur de tension (E^,, R ff )> le courant t r sera tPautant mo ins sensible 
au rc defa ut * R l( que la resistance d'entfW est grande ( R t &*)■ 


En regime continu etablt, Irs amdenulmrs ne se 
laa&sent pas traverser par urn counant : ils sent aloes 

equivalents 4 <ks coupe-circuit, Le montage devient : 
¥ 

On a done : i t = 0 et ft e = — est infinie. 

Dans Cette question* le gCneratrnr dc tension 
continue est ideal (E*, ), reusemble souece-quadripdle 
se t ed Li, it alors a : 



ct E ( . E, 


D'oii k h = R, = 10 kSJ 

1, be Le pcncrateur tk ten- j | _j — -J — | [ 

sion continue n’csl plus ideal j H-i | 

(Eo, Rq)- La valeur cfc la rdsis- i Rq 
lance d'entrde n'en at pas | 
inodite (elli n’est pas lice -k j f 
la source). Pour la resistance | ^ | V J 

de sortie, le systfrme source- | 

quadripole devient : . 

Mais R lt = 50 O et R, = 10 kO soil I R s ' = R k =10 
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Norom Z t ?! Z 1 1« impedances dcs 
branches AC cl CD. Le eouranl t, 
etant nul, Z, et Z 2 const it uent uit 
tiiviseurde tension. On a done : 


Z, 

Z, +Z, 


Vj 

Y t + Y, 


, oil Y, el 



i 


D 


Y, son! les admittances complexes associ&s j| Z\ ft Z ; | Y ( = ~ et Y> = ~ | . 

Ceei suppose que \ =■ 0 et dti-nc quo !"imp£dance d'entriSe du sysicme place en uval 
di'CDwit idcalcn^nt infin.E<(jZj Z ; en pratique...). 


Or Yj = jCjUi es Y, = £-+^£3,(0 = ^-(1 + jR,C|W) 

K i K i 

I +jR|C|M 1 +iR|C|&l 

i0J - ” 1 + )R l C l UJ + |R,C J tu ^ - ~ 1 +■ |R,(C, + C } )tu 


Pinsons Lilors Cii, - 


RiC 


et tti, = 


1 '-'i 


R]{C| + Cj) 





QJmmejrlrfl'reJ 


■ Pour to tendant vers itfro on obtient H — ?■ ] n ce qu.i s fc explique en ambdlrant qu‘2t \n 
limits les deux conricnsiuciirs cmutitucnl dcs coupe-circuit. On «t aim* ranicue au circuit 
rrpresenti k la h^uie L Dte ions V E a V 4 ct H = 1. Dc plus tp = U, 

' Pour (0 tendant vers ]’* infin.1* (c'est-il-dirr en fait p«ur to 0), > U3j } H decent 
IB, C, 

Aquivuent, &, k limite, k — , sole l H - r ■ 

oj, - C. + Cj 


Cette fois-ci le circuit sc reduit i i 

* |! 


B 


nitr 






c 


D 
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Wr 


h L jC,tD „ C| 

- z, + z, “ Y> + Y| " |C| 0 »+jC,w rt " c, + 1 :,' 

[R 1 mfme [ini ijt ^ fl. 

HW -+ * » 

■ L*s ileus pulsationi co, fit ti) : interventnt dan* la foociJon de transfer* 2. a, unt en tail 

cedes des circuits: [ R t — C 3 1 dTitte part Ct s = R,C| es «, s! s — !— ) et 

t R,t L 

[Ri -<C,WC,)| rt'autre part (t, = R|(C, + C ? > et w 2 = 7 = Ceci 

I, KitLi+Ljl 

pcui se cumprrndre aurfmcm en considfruit I’^quation diffirfnlieLe associAe ay circuit 
pmposf et en prenant en compte deux cas partied icrs : 

'1*1. v i liv, <tv r 

H » 1 - =9 v, + I*—* = 1 , + li-? 1 ' 

, .to v. ' 3 dt * 1 dr 

1 + s — 

Wh 

Si l'i*n tail done tr r (t) = € , on a pour T > ‘ 



^(0 = Hi 



V r) « *. 


avec C r = C, + C ;f d aft Jaconstantede temps t, ■ R^C,, * R^C, +C ? >. 
De m4me h en Caistnt cette ^oji-ci M,(t) = 0 F nous nbtenons pour - 


i I ipparail id la constant de temps T , * RjC,. 



Point gours 

1 -H— 

1 st fonctioti de transfer* H - peut se r&crire : 

. .to * 

I + j — 

“1 

H = H, H 2 s™tt M, - i + j— H, - — 1 — ■. 

— _! = m, — , to 

1 l+j— 

H 1 et H : son* des fond ions de transfer* du premier ordre doot les diagrammed 
asymptotiques son* don mis, pour G^, par (traits pkins) : 
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2{klB/d&adi' 


’X 20dB/dfeade 


w « (fl k : (G^), — + 0 ; tfl « mi : (G«)j -*0 + 

« ^ “i : ^ G d»)i - 201°e( ’ <Gjb>i ^ _20,o e(^ )■ 

On pent amsi obtenir un diagraming asymptotique de G du = 20log|H| par sim- 
ple * addition #• des diagrammes pr6c£dents ; soit dans It cas oik ti 2 < ta, : 


*0 


En effet ; to « ti>j et to, 
to » tt> 2 et to. 


0 + 0 = 0 


Mm) - 


\ Diagramine ck Boek dormant logto — ► G^ - 20log| H 


On a |H| = 


1+j— 

> 

, . to 

] + l“ 




D oil G m = lOlogfl + — ]- lOlogf I + 

V if rJ V t r>. ' 
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- Pour m « to, < B, : G dB -»• 0 f G dB - IOw J [ — - — ] ;■ 

' ■ to | tays 


( 'i + ^ 


- Four to » to, > to, : G, tll 


lOlos 


to' 


1 +& 

l o>iy 


to, 


- aosom ~ = c, r 


— Four to = £1% k ^to,to ; E G Jlfi = )Q]o$ 


toj ‘l 


1 + — 

to 


to, 

to 


to, 


- lOlog — - 5°. 

F to. 2 




D’iulrt jwri t Q til ioi one function nifliwujnc dfcroissantc dt to, d'oo U gntphc awe 

to, = - — I0‘’ riid ■ s - * 1 — » 3ofito ( = 5 <?E G Hf4 {to, V - -17,85’ -1 7 f 9 

i 10 < r 10 -d s • ^ 


to, - 


1 


Ur*. U ■ 10 * 


= 9,09 ■ 10- rad ■ s" 1 -* Iogto 2 = 5,96 el G dB (tt 2 ) ^~2 S 97 


to,, = 1 CO, ct = -(log to, + logtt 2 ) = 4,48 et G dB («^) = -10,4. 


C 0 = 20% 


C ( 


c, + c, 


G fl = - 20 , 8 . 
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* Diagramme de Bode don mini le depfoasage q? de La tension de some mr la tension 
d’entree l logo) —* 

* Point mGthqde 

cp cat complMcmcnt diHini par la valour de sa tangent? ct par le signe de costfi ou sic 
si n op . 

Qnchcrchcra done a determiner I'cxpression de tan tp ainsi que rintcrvalle auquel 
appart lent t|>. 


On a H = |H|ei* avec H = 


I + j— 

fl,e 


|+j® 


i®l g 


ou a ] el itj, so-nt tes modules du numcratcur et du d^nominateur ( a, > 0 ct a 2 > ® K 
On a done qj = 0, — 


avec : 


tanfli = — et co50,>0— *0 
“l 

tan6j = — et eo$fl 2 > 0 -* 0 ; 

Wi 


■■(‘8 

.■(>8 


D’autnc part* (0, > C0 2 implique 0 2 > 0 , et done : 


tp < 0 avec - - < *p =£ 0 , 


to to 


. ^ Ian0,“tan0, 03, to, 

Dcphu, luntp ■ tan{ti,-0 z ) = - — — — — - - 

l+tan0,tan0> 


3 + 


tn.rn 


I “2 


03 i EOj— to, 

Posons x * — (to 0 = ^ &J | ct>2 > m larup - — 

^0 (pQ 


to 


OJ> - m, l 


1 + 


m 




x + * 

X 


On constate alors que tp est invariant par le changement de jc en - : tp(jc) = cp 1 ^ 

Jf \.JC 


(p(jr) = F(logx) 


Or <p[ - - F(-logx) 


La function X = logx FfX) e$l done paint ct le graph? 
assodeest tymftrique par rapport j Taxe X = 0 {c'esM- 
J] re w = or,. | ). 


Une £tude rapide de la fonction <p(to) donned 

- pour 0) « to | et ca z t <p ~ ^ cup tend vtrs 0 en mime temps que to ; 
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- pour ftt » ©3, ft 0), ; $, fir (I , - fiB tp — * 0 L 


tU, - £ 0 , 


- pour <0 - ej^j - fsoit x = 1 ) : tang = ~ — ;, 

2 cd 0 

- dc pl0s,fc5t minimal pour &i = 00 ^ , la quantity x + - £wn| minimale pour 

(d »j- w, us! n^gatifh 

D'ou Ic praphc tag — #wK qKw,) = -39,8*, tp(cn : ) = -39,8* 

Wq 

fit tp(co^ = -3ft,4'- 



2. b. [j ^istanne R* ftanl plafifcen parallfcle avec C Jn ['admittance Y 4 s'ccrit 
Yj * + = j^L+jR^W), 


La fonction de rransfcrt devient 

Y, 

H 


(l+jR,C<0) 


h + h 1 + jR,C,UJ) + I + jR 2 C 4 u) 

k l 14 1 


soiE encore : H - 


It, 


I +jR,C.w 


Posons ' II n, - 


R.| # _ RjR.i 

it, + r 

Ri 


1 *J n , n ■ C | +C 2 m 


‘I T '■'l 


0 R, + a; 1 R,C 


«i s r~r eE ®? = 


r 5 r 


l n l 


tc, + C 2 ) 


Ri + Ra "' 1 ' 2 " 
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Commentaira 


A tr&basse frequence ( Id tA. c? •lih ), 
Rv 


H — ► H. 0 — — r-' les capadtis se ridai- 

R i +■ H i 

sent £ des coupe-cireuil ei k circuit devismt 
un simple diviseur de tension [ici far mi dcs 
risistmces R, el R ; ). 

■ A Iris hauls frequence, 3e riSititat eil 
indtangi par rapport au 2. A., k circuit 
grant Equivalent 4 un diviseur de tension 
capacitif. 

Et: 

c:, 


La frequence * centrale » s ecrist ctuanllenariiE ; 
Up = = 


A R| 


‘s = 0 C 

*- * 


- 

b 


- 

Kg 

l___ . 

B 

C, 

i 1 1 


D 

f 1= oc 

T\ 

B 


D 





t + Cj R,t: 


(on a = % \ 1 + — }. 

*3 

Ponr ee circuit, et pivu r ten mimes raisons que eeltes exposees dans le oommcjitairc de Ea 
question 2. ■„ lei pulsation* <n, ei a*J some eelks assuages a us eiieuiu [R, •— C, J gi 

* D K ou les difflrenls diagram mes de Bode : 

Pens: 

», “ Wj soil R|C, - R , C | ^ I + — “■ ce qui erige ^ ^ et dam 

,q + _j 

R|Cj - R 2 C 2 . Dans ce cas> la function de transfer! est independent? de la pulsation & : 


H - JHL = 


R, 


R, + k 


■' et G m = 2 OkigH 0 ; tp = 0 . 
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^ Adaptation d'impedance 

1. Un generated r de tension sinusoidal* alternative de i§.m* e{t) - E cosot et 
d'impedance interne- (comp fere) l aliment* yrte impidiiro de charge V_. 

A qyetle{s) conditions) sur T la puissance eiectrique re^ye par U charge est-elle 
maxi male 7 

2. L# generateyr precedent a maintenant une impedance interne rtelle 2 = et 
doit alimenter yne charge reelle R L avec R t * R,^ 

Pour realiser ['adaptation en puissance ci-dessus, on propose d'intencaler entm gSrt#* 
rateyr et charge pn module L-C selon L'un des montages suivants i 



Htl. Ce faul ffavoir 

■ UrUrsamson des amplitudes complexes, 

■ Puissance re^uc par un dipole, 

■it. de £&v-l c&mpreiicfre 

Determiner les cararteristiques del 1 impedance <3e charge qui per met die recevoir la puis- 
sance maximale d'un gen^rateur donne consist* a « adapter * la charge au gen&ateur. 


1, 


4 


Point coups 

[ Z la puissance maytiint rtfue par un dipole d*iinp6dancc 

...ji . r — = — 1 . complex* Z, stsumis a une tension sinusoidal? 

■*■ — u ■ U cos tot et parcouru par un couraut 

— i = Icosfuir + tp) s'ecrit : 

P - ’UlCUStp a I|*.Re|Z), 
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fixeroce «as 


En adoplant ] j notation eta ampltt udes complexes, 
or a U = 7/ - [ 

U = E-ZI. 

Soit ici avcc H = E 

E 


] = 


Z + Z'' 



r 


i 


La puissance refine par V_ est P = -I 1 ■ Re{Z'}. 
Soiten notant Z - R ■+ j'X ct V - R* + jX': 


p , 1 


2 \Z +■ Z 


'll 


P-± 


r'e 1 


i(R + R') 2 +(X + X') 2 
P cst unc fonction dcs deux variables R' ct X'. 

Retnarquom que pour obtenlr k puissance maximal*, X' peuvaftt ftue d t sigrte qud> 
asnque, h premiere chose a fare est d’annuler ie terme ( X + X')* , d’ou X' = - X.. 

E'B- 


]l resit aloes i chcrehcr lc maximum dc la fcnciion P{R') 
soil en derivant par rapport a It' : 

r< n = 


2(R+ R') 1 r f(ln 


1 


2R' 


/'(R'l - 


(R+RV (R + R'J’ 
I 


( r + r';i j 


{R + R r - 


Cette ddrivie s’annule pour R ■ R' et correspond Wcu a un maximum ; la function 
/ est positive, s’annule pour R' = 0 et R' D'oCi le graphe de PfR'jt 



Z" d^signant Piitiptldariee Lmaginaire conjugute de Z. 

Dam ccs conditions,, on a *> adapts * Ihmpcdancc au gfntraleur. 



Eartifi 2<- Wnysiqui? KP$I 


riqhtei 


aterial 




2, Dans I* ea$ d’imp&lanees r£eiles»la condition, precedenic se red nil k : R L = R^. Cette 
condition n’cst ividcmment pas rialis^e. 

* Cousiclrfrons I'impMance de charge Y/ 
brandiee aux bomes du gfcnfcrateur dans le 
cas du premier montage propose : la puis- 
sance alworWe pit ee dipAie e&t *ga]e a la 
puissance consomm^e dans R L , seul ■ele- 
ment diaipatif du dipdle, La condition, 
d’adaptation etablile au 1. s'dcrit done id : 

- * 



avec 


son 


|Co> + i 


j Lii> + R l 


R,-^ 

* jC® 


jLtflR L 
R: +jL(fl 


jL®K, 


K-ickH^ 

« B R t-f + j( L “ R » + ^) = i L ® R L 


d’oti lies deux conditions 


v,- E = » 

R 


LcoR f + — 




Li seconds reLc i on impose LC(n* - 
ee qui nest possible t|Ue si Ei > R r 


Dans ce cas> avee - ■ R ( R, >onobtient : 


l 
C® 

Rl 


I.iuRi 


L = — 


c = 


to R l - Rj 




(si R l > Rj )- 


* li restc & £tudier le second montage prOpOs£ : 



nouvelle Z' 
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Exercice 


On vein Z' = ou Y_ r 
«.iil : 




1 


Rl + 


1 

jCteS 


jC<o 

L 4 jCu&Rj 



K 

i 

jL(ii 


fCffl 

j 4 jCwft L 



- LC to* U p = (l+| CuRj (i la - ft R ) . 
D’ou les deux conditions : 


f-LC^Rjj = -R t -LCto*R t 
1 0 = Lu-C<i>K l 1 ^ 



Lcs deux montages proposes pcrmcttcnl done tit (reaver une solution dans tOMs les 
c.tri, It; thoix du montage dependant des valeurs relatives de R L el R f 


Commetttaitr 


Ce problem* (^adaptation (ftntpldance a une grande importance pratique dans tc cas des 
emcttcLirs dTondes radio : 

■'adaptation correspond a la i ransmixsion dun maximum dt puissance i fantejine, afin de 
rend re maximale la puissance rayonn^e. J 
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Deux branches en parallele 

Parti e A 

Le dipole represente d-dessous est atimente en regime permanent par une source de 
tension sinusoiidale u[t) = U^cosciftf, 



u{t) 


1* On prend R = R' dans cette question, les valeura de C. C, FT, U g etonfrtarrt impasses. 

a, Pour quelle (s) vaLeur(s) de L les deux branches du circuit adsorbent-elles la 
puissance 6lectrique 1 

b. Retiouver les rdsultats pnic&Sents a parti r d'une representation de Fresnel, 

%, fteprendre Its questions du 1, dans le cas ou ft ert different# de ft'. 

On postra = R’l 1 + 

Partie B 

On supprime la capacity de La tranche superieure. 

1. A quelle{s) condition^) portant sur ft, ft", L et C I'impedance complex# du dipole 
est-elle independante de u 1 

2. Le condensates V n'eUnt pas charge pour 

t < 0, on applique au dipole un echelon de ten- 
sion d'amplitudt E. I 

Determiner Le courant i( t) traversant l,e dipole. 

A quelles conditions ce courant est-il constant 0 ^ 

pour f > 0 ? 

3. Commenter Les resuLtats ottenul aux S.l* et EL2L 


11. Solution. 


Partie A 

1* a. La puissance moyenne P absorbs par un dipAle d"imp£dance complexe Z 
jietprime par : 

P = ^U 0 kO5E> 


Chapitre A- ftectrocin^Hque 2 '^91 


-rial 
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Enemies *dg m 


av « : u — Zi 

soit encore : U- - ZIe 10 .. 


■'(') 


Pfisonji Z = A + |X cl done iZ| - Z & «/a* +■ X 2 : 


- ■ T “ F?' 


« la*® = RefHfZ’j . ^jRe(Z*) = ^A. 


ufl) 

w(f) s lipCOSOJf 

fO) - Icos{fclf + f) 


Fiiufemcnt : P = 
soil pour oblique brandie 

•Z= K4j(LB-^: 


d'ou : A - R rt Z = /r 1 + 


Si^±)\ 

\ Ca>) 


7 J = R'- 


. 3 


d’ou : A' = R/ d Z'= /r' 2 + ~J— , 
V C J ft) 2 



^ 2 R i 2 R’ 1 i 2 R 

D'oii F - 2 U<l z^ ei P#= 2 U «ri " P ubc i ue «fte question, on a 

R' = R, 

On Jura P a P' jracme pu Usance absorbee dans ks deux branches) pour Z = Z* 
soit : 


R 2 + (la- J-V - R j + -4 , 

V CflW C' 2 «1 J 


ce qui donne : = ±-^—‘ 

Cffl C to 


Unc premiere solution correspond a 
lien exisie une second? pour C < C" : 


-!W)i 




1- b. On peut c^alemcnt exprimer la puissance P selon ; 

P = -Re(Z)H = -RI J , 
2 - 2 
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Or u = Zi_ donnc U 0 =■ Z j (i = Ie- i4Ul ) 

Lj 2 

£au U fl - ZI et P - -R — 
p 2 z 1 

P a P' me R B R' je tn&dult done par Z' = Z- 

El 7j a Z awtt RaR'^ZaZ" (tonjugui de Z' ) tin Z = 7f Mil (i) 

titrn de Fresnel : 

■ r<« 



Cas touiours possible 



Cette derniere configuration n'est possible <|oe pour A'B > A'C soil — > 
e'est-i’dire pour C < C', Dra lors^ il vient : 

Lm = - 1 — -I— 

Ccu C « 

t On a maintenant R'* R t et la relation P = P r s’Ocrit alors : 



R, 

?J 


R R 7 2 

son = ~^Z l . 
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Soil encore : 


R ' J+ ch- rt (^-a)' ■ r *'-* 1+ >r 

R 

ce qui n’est possible que pour : HU'- R : + - r ^ m) > 0 

e’est-a-dire pom : It =6 R'.f' l + ■ — ■ — — \ 
r V VK'W 


Hysons Rfl - R'. j I + R 'j C 'j w 2 } =* R ^ R fl - 

Qnnbtient alors : 

[ L ""a) 1 = R(R ”“ R) 


ct qui tkmdc : 



[I y u li encore (pour R ^ R 0 ) une on deux valeun de L satis&Lsant i la condition imposle. 
■ A Raide de la representation de J : re*nd i 


on j id R' * R et ?f 



Pour illustrer ]e pro pus,, supposom ft' > R, 
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Of] a OA' ■ R' tt A'B' b On iracc alow k tended de centre Oct de rayon 


OK = Z = J — Z' < (Z' = OA"'). Limpddance Z est reprfeeiit^e par un wctcur 

OS dont lextremitt! S doit &e situer sur ce cerde avec : 

Z = R+ j| Lui--^ \ soil OS - i = R = 0|. 

Lc probltnK nkst possible que pour Oi *5 OK f R ** Z), soil pour ; 

K ‘4 z ' ! -H£( E ' i+ chM 

On retrouve la condition R ^ 

Dans Ct tai (R =S R 0 ), il £xiitc a priori deux solutions (points St cl Si), 

* La solution assoiiee a S L est tnu|ours possible, elie 
correspond a : 

La = J- + JZl-R 1 
La 


5011 L “ = ^%(|( R,J+ cb)' Ri 



et 



Commentaire 


Noions !|ue, dan* k cas oil R * R* Lcsatgumcrts dr Z et L f nr son! pas plus egjaux ou 
oppotlt, ei qu'il exists un can paniculier (Z « R) pourlequd Z »f riel, ibn que Z* ne 
3‘est pas, On a alors : 


/, = K = R" = R'£| 


[R f C J «l 


0 


et Lea = 0, sdee LCoa’ - l . 

C© 
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Exert ice 


Pilriie E 

L Lorsque I'impedance compete Z du 
[ASJl fit iiideperLtUnte die Ed pulsation to 


K 

u dipdle ^ i — l 
h t! to est *“ 1— j r' 


-'I'l tWH 1 | 

|C 


de marine de son admitlance tanplue V = ^ 

Or Y = Y_. + ¥ (association en paralleled et Y_. = ■ — — — = * 

= KL -KL -HL R+jL(B 


De itieme V , 


Jl 




r+ 


R'f] + jR'C'oi} 


jC'w 


Fawns X = r cl t' = R'C', il vicnt ; 

IK. 


Y = 4 


_j_ r<i>t r 


R 1 + JHT R' l+JtoT' 


Hitl encore : 


Qn a alor& Y(0> s ^ cl Lint Y = -p- Uw condition nfccssairc cst done R = R'; 

R *M “ K 



Y devient alors : 


v = M 1+ 1 1 

- R| l + jwx I + jwx f f 


Cette nouvdle expression est ind£pendante de to pour t = t\ 
Lcsconditionscherchees sont : 


R * R" et t 9 t'=> Y(«) ■ i et Z(tfl) ■ R, 

K 


]E faut done que 


W = R et L = R-C 


Zr On soumet le dipdk AB <l on echelon de 
tension d ’amplitude E, E ? oyr t > 0, les equa- 
tions dcs branches sont : 

di, 

E = Ri, + L— Ell 

3 dr 

* -*'*♦£ 

soil avec V = ; 0 = C'R'-— + i, (2) 

dr dr 

I ntqjrons ces deux Equations ; 

p - - [ 

( l ) donne : i,(r) - - + he 3 {oti t = - ) 

K K. 


~~ l [ tfflW tj 1- — 




Partce 2 - PfiySiCfue 


Copyrighted material 





or r.(Q*) * 0 {toitiinuitif du ct>ur<iri( <tam rinductanoc) => r ( (/) 


H--) 


( 2 ) foumit ; i 2 {t ) = pc c ' {ou t' = R'C ) 

or tt(O f ) = E = R , r 2 ( 0 t ) + 2 ^ ' = R'i^O*) {continuity de la charge du ccniden- 
E -- r 

sateur) =* i 2 (f) = -.e T . 

D’oii.avec i(r) = i,(r) + E a ( c> : 



On a reprtfsent^ ei-des«ui les courbcs donnam m', p i v r« ^ = ~ J ^~ ^ ^ pour 

r = i oco n i r/ = i m n ci r = i P sx. 



exponentidles s’annulent, ce quite produ.it des que : 

R' = R ei t h = T 


On retiouw les conditions dtabEies au B,U 


thapstre 4 » 
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Exercke 401 


3. Les resultats obtenmau B.l.et Bhlsont identiques. Ces deux appraeh.es permettent 
de eondure» les conditions Id * R etL » R*C Itant realised, j la proport ituuulite 
enire ta tension impose w(f) et lecourant i( f) quedoit ddbiter le generaieur de ten- 
sion del iv rant «(/), a savoir r 

■{ 0 31 ^«{0- 

Ccci na ricn d ctonnsnt a on sc rappdlc quc I'on peat * toujoure » d^aropOKr uti 
signal icmpoid «(f) en one somme continue de composaiUes sinusoidales- Si ("on 
obiicnt ainsi ane mcmc relation de proporl kmruilit! enire les composantessinusoida- 
les de i( t) et u (r ) 4 11 en .seta evidemincM de m!me pour ce* deux grandeurs 
(a rapprochef de la relation etroite usraclanL bnetion de transfert et Equation 
different Idle.,. ). 


f| s j) Puissance consommee 


1. Le dipoLe &i represent! sur La figure d-ccntre est 
aliment! par un generateurilMal de tension sinusoidal? 
de frequence 50 Hi et de valeur effieace Ll t = ?Z0V r 
R est une resistance variable, 

a* Determiner la puissance moyenne P {puissance 
active} absorbs par le circuit, 
b. On constate que cette puissance P fournie par te 
generates est maximal? poururce vateur = 25 O de iR. En deduire Les valeurs de 
L' et de La puissance maxima Le P ffl effecttvemertl tense mm!e. 

c Pour ume vateur R 4 de R (R f > R T )„ le facteurde puissance du circuit devient ega l 
I Turrit!, et la puissance consommee est de 500 IV. 

Dinner tes valeurs de La capacity C et de R z sacfoi nt que L - i H, 

2, Le dipole AB est desormais aliment! par un generateur parfait de coy rant sinusoi- 
dal de valeur efficace I p et de pulsation to. 

Determiner la puissance P consommee dans le circuit, et tracer la courbe donnant 

n Fv ^ ' en fentfien de x = — a R, L, L", C On pnaradra Les vaLeurs dt L' et C dfiter- 

Pl%) m, 

mi nets plus haut ainsi que R - R ? , 

CommenteF le resultat obtenu. 



On pose to ui 0 
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I Sojutiofr 


1* a. La puissance mayenne Ibumie par k genera - 
teur est ceKe qui est mnsommee dans l ament 
dittipatif constitut par la rteistance R, 

Or 3a tension U s’applique directement au dipole 
LML [I reste done & calculer la valeur efiicace do 
courant iraversant R (3a capacity C el i 1 inductance 
L ne Jouent aueun role quant i 3a determination de 
celte puissance). 



D&ignons par r'fe) le courant parcourant 3a branctie L'-ft, On a : 

P = <Rr' J (j)> = Rcj ^ avec <f > 2 = ^ \ ' " ' i'Ht’W = 3' 2 

J -v ■* ii 

doit P = Ri ; 2 

I' = intensity efhcace. 


Or u = ZY en notaiipn cnrnpiexcon Z_' = R + jl,'o> r 
Soft U, = Z'i; {7! : module de T ) 


et II = 


U. 




P = u 


R 




(I) 


| t (h Cetlc puissance sc r&crit : P - 


U 


» J 


J5. 

/(«) 


^expression an dfriominateur est mimmale pour R = L'fl E/(R) tend vers llnfini 


pour 


R = 0 ct R infirm et - 7 ^ - I - ^ ^ 1 


dR 


On a done : It, = L/tii et P m = 

Application num^rique : 

25 


2R, 


V 


2 %- 50 


L T = SO mH 


p _ t22Q> J p 
■" 2-25 " 


96S W. 


It tSi I'on dfoigne par r(f) le courant debits par 
le ^rateur r 

w(f) - l : :E v'2 cos (fl t 
s{t) = tp). 

La puissance oonsomimfe dans le circuit peut s’&r Ire : 


P = I e U e CQsq> ou costp est It fact cur de puissance. 


V 


c = 

r — — t- — HUH 
- I L R 


* T 
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10* 


Com maxim re 


Le IdCteur J* puissance esi lie hl diphisage du fuuranE dflrtrf par It^nuur Sur 3a ten- 
sion i ses horncs. Ce diphasage ip depends? de 1/ ft R jnaih aussi df L et C. 

Lc fideur dc puiswncc prcnd la valtar imii^ pour <p « 0, c’«st-i-dire lorsqw I® cou- 

nnt i( f) csi cn phase avee Id tension u{ f). 

Or I - YU (Y admittance du circuit). 

La condition cherchfe » tradin' alors par t 

Im(T) = 0 (lm ■ partic imaginairc) 

Le circuit etant constitul de trots branches en parallele, nous avons : Y = Y, + Y i + Y b 
awe : ; 


TYcm : 

Seat encore 

ei 


lm(Y) = C 0J — — 


et V, 

- 

n + 

lUiL 'to 

1 J 

R + jl.V 

_n + 

R-jL'w 

Lad 

RUW 

1 

Vm 


Let) R^+L^to 2 


11 taut done que Im(Y) - 0, e’est-i-dire : C = 4 — — ^ , ■ -. 

Leo* R 1 +L i cn J 


(Toit i 


C = 


R 


i-« J (rJ 4 r;>« 


(2) (R - Rj d aprti]^noiice h rt L*co = R, )* 


La vafeur dc R 2 sc d&luil dc edit- dc la puissance consomm£c ; 

T* ■ B a » I ^ ^ f _r a . T . 



- " € j j 

r: + r; 

Uou i 

-Ht?)’ 


sR,\Z ( U 7 

et 

(it) ' rr; 


rr U 1 = 0. 


„ R, 

Celle equal ton ad met deux solutions p, ct p t par rapport I la variable — awe 

R| 

Xj 1 

p h pi = l el p j +■ P| * Ces racines sont done positives* Tune esl irtferieiire A I 
PR, 

el I'juire superieure A l. Lc teste Impose Ri > R , „ On a stars : 


^ i 

k 

4 


-i 

1 

R, 2 

PR , ^ 

!l PU, 

1 J 
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Application rtum&ittfte : — = }>59 d'ow: R, * 90 ft* 
K| 

On cn d&hut d’apmb (2 ) : C - 193 pF. 


2* Le& trots branches fC L «t con si i 
tuent li 3 i divisear d<e co y rant 
On ;'i iilors r 

V' 

V = 


r l' 


v, f v . + rl° 


avcc Y, = jC&> 3 Y 2 = -L et Y" = ~ t 1 



Sent encore : I' = 


-r jLffi — jL CO + Is 

I 


I + Z'( Y, + Yj) J 


et 


r s 


+ j(R + JL'fttV Ctu 


l \ 

LOi; 


l a (3J 


La puissance connomm^ dans le circuit, done dans It, s'ecrit : 

p = ^r<ylj , }> = iu;l 

Or d’aprfe (J) et [ f d^igoant h valeur eftkace do eourani debtk par It g^ratest 
Ilf = 1,72), 

i: = i. 


Ci-i'Kc-i^)*i«(=-nJ 


et 


Sait encore 


HL 




p = 


ri: 


L + 7"( 1 _ LOa 1 ) \ + ~t 1 - LCtn*)* 
cb>- 


et er posant tn^. a /.-> x ■ — et Q = R f— (Q Kpi^xnle le facteur de qualitd du 
L Li Q)g \ J . 

circuit {R//LW CJ 0 = 

F = 


III 


1 + +^{l -xV 


Pour eS - tu 0 il vient ?{%> = P(x = 1) = Ri' 


Chapitre 4- ELectnomi n^t?ie|ue t 



cw aapjiwq 


P(«) _ 

& 


p<%) ■ 1 

l 1 

r n * n 


[ l+ r (1 -^. 

J tCrtl-* 1 )* 


Avec Jei valeurs V = S ■ 10 J H ; C = 19,3 [if; L, = I H; R = 90 Cl, 

I * J(Q 1 

nous worn : — = 8- 10 _i ct Q s 90 i 1 #0,4. 

Dou lii uourbe tracfe pour 5 : 


P(«) 



t'ammen/flirtfi 



X 

T 


i 

-i — pi — 1 niYiWJ 1 — , 


c 


r. 


* On reniarque que cette puissance lend vers uik 
vilnir rustle i trfes hassc frequence (O — ► 0) oft j 
crts haute frequence (to -*"*). Ceci skxplique 
aistmem&i I'nn pnrrd cn compte Ic circuit bouchon 
Id I L) pilot en paralltlcavK Li bran die L.'-R. 

En (ffd, sn T.1CF., rinductantt L jout It r6lc de 
court -circuit, et k coy ram source L-, paut 
^ entsermsent » dans L cc qui impliqut que t 
deviem iiul ei P tend bien vets safcro. De mtaw, en T.H.F., cksi la capacity € qui ioue k rfiJe 
deoo&rt-circuit : U conclusion «t b mime. 


■ Ptaur la pulsation caracttristiqur-du dreuit bouchon, c’csl-i-dire pour = ■■ 

yl-C 

tout It courant va passer dans la branche L'-R {l’impidince d« I'ensemble L NC dtvenani 
in fink). L3£s lorii un a : 

P = Ri;- = k!' = P{wJ- 
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B. Filtres actifs et autres circuits 
avec amplificateur operationnel 


^ Filtre de Butterworth 

On ctodie Is circuit ri-desHHis, dans Lequel LampLificateur operation net est suppose Weal : 



]» Morrtrer que la function de transfer* de ce circuit peut seen re : 

V, 




1 


V f l + BjflC,a~R*C ] C 2 tf 

En imtroduisant La pulsation caractiHstique fo r - — - — et * = — r mettre H 
sous La forme : 


H = 


1 


1 + 2jax- x 1 


et (fanner r expression de a. 


2* On 4tudie = 20 Log | H | ; etudier - m fonction de a - is comports men! dt G dS 
en function de tug*, Pnedser La nature du circuit, 

Conner I'allure dos couches representatives (diagram me de Bode en amplitude), 

dG|jR 

3. Dans te cas particulter ou ■= 0 admet x = 0 comm* solution triple,, 

determiner : 

* Li valour de rr 1 corresponds nte, et 6 r expression simplifi^e de G d g(x} ; 

- La frequence de coupure de filtre ofatenue. 

On obtfant alors un filtre dit « de Butter worth », 


Chapitre 4 


- iLertrotifl&tique Z &3 


riant 



Exerdce^u * 


III. Ce qyi'il faul savoir 

* Proprietes de I' AO ideal 

* Function de transfer!. 

- loi dcs noruds cn tcrmcs dc potentiels ; thb^me dc Millmm 


' 1, dg ^u' il ^oMjsVehdVe 


* L application juditieuse de la loi des nceuds (exprimee en termes de potentials) el 
I’hypothese du fonctionnement Kneaire de l'AO (avec e = 0) — neccssaire A la defini- 
tion de la fonction de transfer! - snffisent pour tfimincr b potentiels t V + ct V A 
ten amplitudes complexes evident rmrnt). 

* Four G dB , on ctudic d’abord le eomportcmcnt asymptotiquc. Lc calcul - utbbr - 

dG 

de k derive de G dS en fonction de logs se ram^ne an cateul de ^ , et jufme A celui 


. dG 

de IT 


Fy Sol^Uoii 


1, ficrivonfr le polcntiel V A fen amplitudes complexes) du itoeud A en fonction do* 
potent ids des neeuds votsi ns (ih£or£me de Mill maun) : 


V, = 


^ + = # jC.iuV, v f + W + jRC.aV, 


S*S + ' C '“ 


2 + jfiC,(u 


L>’autre part, I 'AO est ideal (courants d’cntr^e mils) el fpont diviscur de tension) : 

3 


V» 


jC 2 0 


R * 


l ^ 


1 + |RCj£» — ' 


jC z W 


En r%ime lindaire fee que suppose F existence de la fonction de transfer!] : 

V+ = V)» avee id = V s . 

Ecrivnns-alyrsl'^pjLti des deo* expressions de V lN en tenant compte des deux fgalit£s 
e[-dessus : 

V t 4 V s + jRC.mVj 

— * ^ * 4 j R Cjtu)V, = ~ - jRC cq 
(1 + jRC>t»}( 2 + jRC^JVj = V t 4 ( 1 # jRC p M)V t ;. 

[(L +jRC 1 {n)(: + ;RC 1 m)-f] 4jRC,tt)|V i - V t ; 
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d’o-Lt 1 



(1 + jRC^co)(2 + jRC|®)- (1 + jRC ( u) 1 


en effectuant les produits et simplifiant, on obtlent bien : 

H — ^ 

- l + 2 jUC i (n-R 2 C,C i [d* 

£n irnt roduisant fti. 


et 

wit r 

2, Exprimons G J0 ; 

G* - 201og|H| = lOlogjif; 

C* = — I0ti5gl c 1 + 

Pour x — » O, G fl , — * 0 et pour x — * +=*, G JB --I0logar j| = — 40logx . ce qua cones* 
pond 4 une asymptote f pour la courbe G tM en fond ion de logxj de penhe - 40 dB/decade : 

la structure du circuit propose e$t celle d’un tiltre pesse-bas dn swoud ordre, 

Les deux asymptotes se Coupant en X — 1, vateur pour 3aquelte ? 

C dR (x^ I) - -lOlog^Ot^ = -20logt2Ct). 


R JCfil 


, [\ vient : 


LLV 


l^CjCjtn 2 = ~ - x z ; 


RCiU = 


RC-, 




H = 


R^/C.C 
1 


M _ 1^2 

w c ” Jc, 


- I + Zjcut - x 


av«: 


“ = c 


Pour connaitre !e comportement de autour de x — Iji faut determiner le signede 
S4 dtrivdc, ou encore, Li function logaiithmc cum monotone crcissante, le sipe 


de 


JC '.1H 

dx ' 


Or 


dG dS _ dlogD _ 30 dD , 

dx dx = ~ D dx ’ 


a vcc D - (] -x 2 }’ -MocV; 


dost 


d D 
dx 


2 ( 1 + Soe 1 *.; 


— = 4 *(x J -l +2^) 

dx 
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EMrci« 4 ii * 


ct 


dD 

dx 


= 0 


x = 0 

Oil 


si a 1 < r - 


x = J[ -Za* 


D’cvu deux cas i envasager : 

■ a <£, soil : 

2 C| 2 

s’annule pour x — Del pour x = s x t (x ear toujours > 0 } et est n^> 

tive entre ees deux valeurs, positive pour jc > x h 

d G jn 

L 3 Li fa i r du signe - dans I ’expression de — ^ — . esi done eroisMote de x - 0 Jk x = x l;1 

puiad^cioiasante pour x > x, (ce qua est coherent avec le comportement asymptotique 
de G. 1P ). 

On pent done donner ] allure des cmirbes : 



Le maximum de G dB (pour x = x,} m facilement calculable : 

<W* - *1 - — lOlogD 

avec D = ( L - < I - la 1 }) 1 + 4aH I -2a 1 )-, 

D = + m- ~ 8 <a< ■ 


D = 4u 3 (l - a 1 ) j 

Oc t|ui correspond bien k one valeur 0 1 1 positive (sauf pO-llr le CIS limlte ot z ■ - : 

D-L .-(2a»-l)'>. ™ 2 


A 

: 


. L > i 
C ,*2 


fl 


U solution Xj n’cxiste plus (ou,si a = , est nulle : eUe se con fond aiors awe l'aurne 

solution * = 0 ), 


G jo est aiors monotone d&roissante, d’oti I’allure des eourbes representatives : 
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dG dB . 1 

3. Lc cas *= 0 solution simple tie — — - 0 correspond it jfj = 0, soil tt* — - 

C, 

fd’aprts te 2 A, et — - 2, 

Dans ce cas, devient : G d& = -10 log | ( ll - x 1 } 1 + 2s J ; 

C dB = -10log( E + 


ct G dB (je - 1) - -lOlogl = -3dB. 

x.= I correspond done i b frequence dc cou pure du filtre passe-bas (cf, figure pr£c£- 
dente),soH : 

“=<■>< = — L-r « ft * : . Utt- ' 


kJc^. 


2 Ji R JC | C j 


La courbe representative de G dB rests alors toujours au-dessous scs asymptotes*, mais 
die en est ires pradhc : &art -3dB i 1'abscisse du point de eroisement de celte-ri. 

La cotirbeesl scmbkbk acdledVo filtre paise-basd’ordre 1, maisk pente de Fasymp- 
tote (pour l« frequences devfcs) est deux fois plus forte. 




Exerdce+n ■ 




Exencice k 12 * 


Amplificateur differential 

Us AO 5erfl.nl supposes idiaux et era fane- 
tioimemMt liraeaire avec v # * v, . 

1* On considire te montage de la figure 1. 

a* A quelle condition sur lei resistances a- 
t-on v i = 6 a (e z - e T ) ? Dormer la vaieur de 
G 0 pour Rj = 100 kQ et = 10 k£2. e 
b. On suppose que les valeurs des resistan- 
ces sont defi nies avec une pned sion de p /Tfirr 

1 


K 


r 3 


c 


r; 


x 


/7?r?7 

Fig. 1 


'I s Vt + G A* 


On pose e c = + e z >; = e z 

et r ¥ 

Calculer* en fonction dies resistances R^ fi 2 et RJ, les coefficients G^, et En 

rieduwe f expression du taux de rejection de mode com mu n defirti par T = 20 log l^ d 


le resultat sera donne en fonction du parametre r| = 


(ftj /ft*) 


et 


, - 

G °~ ^ 


(R/ZR,) 

Application aanren'piLre : on prendra G 0 * 10 et p ■ 1 %, puis G 0 • 100 et 
p = O r l % et on calculera la valeur mimnsale de T (te qui cedent I se placer dans 
le cas le plus d^favorable compte tenu de la precision sur la valeur des rlisi stances), 
2, i « montage de la figure 2 com pie nd tnois A0« 

R est une resistance variable. 



Fig. I 

Montrer que Ton a einsi eonstitU un amplificateur differential de tension dorrt on 
expriroera le gain G err function des resistances R", R r R* r Rj et > 

3. Comparer les deux montages. 
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11, dejju’ij s&voir 

• Lilts de Iklectradnetique, 

■ Propria d'un AO ideal, 


■ 12. Cg faut doMpren<frc 

1* Le systeme fonctionnant en regime lin^airc, on peut appliquer le tbcorejnc de 
superposit ion, 

2. On retnuvfira dans It circuit le bloc ftudie an L 


By SoHlion 


La, LAO csi suppose idea! (e — 0, 
i f = 0, absence ef offset] et en function - 
nement lineal re, Le thioreme de superpo- 
sition donnealors: 


v % = A,e, + A 2 e 2 (I) 
On a done : 


A, 



et 



* Calcul de A 3 ; 





Faire e> - 0 consite a red nine le mon- 
tage a celui represeme ci - centre : en 
effcl, tj - 0 implique qu’aucun couranl 
ne traverse R 2 et R| (i + -0), soil 
»V - 0. II s’agiE alors. d’un simple mon- 
tage inve recur pour kquel on a : 

= 0 

y_ = (AO ideal en regime lin&ire) 

i=o^f-r 



R » 
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EKencice*i2 * 


* Calk‘ul de A 2 : 

Cette on annuls e, el le montage de 
b figures est tin montage amplificateur 
non inverseur pour lequel on a : 

v* = ? 

v_= y + i i - i'.d'oO: 




z//^// ////// 

Fig, 5 

r; 

K 


D bulrc pari,, le montage hrartthf 5Uf If entree 
non inverseuse de I 1 AO est trn diviieur de ten- 
= 0. 


Sion puisque i H 
D'oit : - = 


r; 


is k i+ r; 


Au total, jl vicnt : 


///A// 


1=0 


a; 


© 


u 

SSSS/-/ , 



important les valeurs obtenues pour A, et As dans ( i ) Jl vient : 



( 2 ) 


Pour rdiser un aunplificateur different iel de tension, on doit avoir v J = G tt (ej -e ( ) 
ce qui impose : 



Application numerique : Gq = — - =* G 0 = to. 
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1. Il Q suffil de ttecfin la relation {2) avec : 


D'ou : 


sou encore 


2 (c i W 


= *-Wi 


c i ■ f ‘- + i 
G = f e -y 




f d\ iv e d\ 

^ ” ^K t r c 'I j + t R J/ L + 2 j 


t+ 4 


r; 

1 + ^; iq 

R, R, 


1 + 


r: 


i + -i 


r; 


R, R, 


l + E 


Dfes lore, Ic rapport <l« pns de mode common ( G t = — pour e, ■ e s - f 0 ) cl 


difFirentieHGj = -4 pour t'j * -e t ■ y 3 esc dormi par : 

tV, A 


( r'\ { r,\r; 

c ( , + v“( I *¥,)% 


D'ou 


Cj 


. _K*i 

■tj RS 




rar:- 


r;_r; 

r. R, 


]r 2R; Rjlt'i Lij ! rKj K r , ZK‘, Kji 

l[ l + R, + R4 R J 2UG + R t + R, Rj.' 


r; r; 2r;rj- 


R i 

J R: 


r; 


Posons — = T| — et G n . = y, nousobrrnors: 


JV 1 

5s 

G 


- 1 


d j[i + r + 2nG 0 ] 


Lc Uiux db rejection T devirnt ; 


T = 2C% 

1 + tl + 2llGa 


2fn - 1 ) 
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Exerdce*]? 


R' R r 

Pour un montage parfiiitement r£gk b on aurait -^ = — 1 = G t , .ekst adire f| = 1, 

Ri K j 

cl T serait infill i (C 4 = 0 cl = Gg). dependant, ics clears <lt$ resistances nc son! 
coni^uci (|wV«f gw pr^cEsion limine (ki p %)• : 

r; k, 4f| ARj AR> AR, AR* 

n = r^ W t ^ IT = T[ *1^ + T7 + 1^' 

Soil fti preiunt (pour simplifier) une valeur commune - fgjle it p % - pour ks inccr 

. * AR - 
titudcs relal ives 


R 


33 = 4p 

tl 


« Arq # 4p { pulque t| # I ). 


[Jentiftons dan |l| - ] | i Af[ ( imprecision stir la eonnaissance de la valeurdu paraiiktre T|) 

Tjr^QbJ 1 + 1 4 2C j , 

I 2 ■ 4 p 

Application numiriqm : 

G fl “ 10 cl p = 0,01 =s T - 49 dB 

G ft = 100 cl p = 0,001 => T = dB, 

2. On peut decomposer le systeme en d-eux blocs : 



bloc \ bloc II 


A| 

Ij: bloc II rat idcnliquc an montage etwdk m 1, a, II presents un gain G a = — rt 

4 . Rj 

const ilucun amplilicateijr different icl id que v s » G fl (£j -e\)+ 
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fitudions le bloc L 


* Point m£thode 

Rmut rquons tout d’abord que Ics AO etant supposes kleaux, les tensions ef et e 2 ne 
depend ronl pus ties courants i \ et i [ , ITetude du bloc ! peut done se hire independam- 
mcfit de cello du bloc II. 

Dolors, les AO fonctionnant en regime lineai re s le th£orerne de superposition donne i 

f< - **h*i + *u*i 
Ui = a 3 Lf. + «a*i 
■ Calc ul <tcs coefficient et a ; , : 

Nousavons Ct u s f— 1 et 0U, - f— 1 . Faisons e* « 0. des lors 

{v_)j - < v + } 2 - 0=frv(B 2 ) = 0 d ou Ic schema : 



On reconnait lit un montage du type non inverse un de gain O l tel que (cf I. a.) : 


- . R' (*'A ~ t R' 

C ' = lt R - ld-‘ C ‘ * 

R' 

d’oii : ftii = 1 + — ■ * 

n K 

La determination de ex 2 , se fait ais^ment en 
remarquant que y B| - e, et que TAOj cons- 
true - pour e 2 = 0- un montage du type 
iutveneut. Soit : 


R ' 


RJ 

R' 


/?7777 


AO, 


i 


■ Gakul des coefficients 0t 3i et a ]3 : 

Cette fois-ci, a 22 = (^“jl et a l2 - | “ j , II suffit alorsde faire eq - 0, 

on est ramene au cas precedent en permutant If et If soit : 

O'" H J 

a 23 = 1+^- ct «,z = -|- 


et 
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Exercice*]; 


Finalemenc on a h dans le cas general : 



Calculons la difference { e - c [) : 


, , ( R" R'\ / 1 jL R' 

“ l l+ r + rJM ,+ k + ¥/ 
= (1 + 


* Considerons pour terminer I association des blocs I et II ; 

R if\ ft’'+ r’v 

■'*= R; <e =-', ) = 4 -k - / 1 lV 

On a ainsi realise un amplificateijr difterentiel de tension de gain global G t 


-g>^) 


3. * Rdgkge du gain : 

Le montage du L impose k modification des valleurs de deux resistances (puisque I'on 
R ' R* 

doit avoir au mieux -i = — = }, ce qui est done un inconvenient, b valeuf* de r£sU- 
Rj Rj 

lances n etasil pas cqnnues avee exactitude. Par confre, pour lc montage dp 2* la viltur 
do sain peut £tre eonlrbLee pair k sente resistance R. (On a prtalablement rcaLiic, 

,'RVi fH\\ 

autant quo possible., La condition . — ] - I — ] ), 

Ut y /0 

* Impedances d entree r 

Le montage du 1. presente des impedances dkntrde Antes R - ^ ] = IR, et 

R, t — f — ' 1 = R, + ttj fa', et h courants traversant R, et R t ), ce qui pent: itre un 

V J > Jf | • B 

inconvenient. Four le montage du 2., ces mdm.es impedances sont miinies, dm meins 
pour des AO ideaux (j,(AO,J - 0 et i + ( AO>) = 0 ). 

* Charge ; 

Pour les deux montages, an peut placer en sortie line charge dont 1'utl des p61cs sera 
relic j La masse La pr&enec de 3a charge nc perturbe pas lc (bnetionnement de «s 
montages pour des AO id&iux. (sauf si Limitation en cmirant de sortie.,,) 

* Les deux montages p re sente rent un taux de reaction non ideal (le bloc 11 du 2. etant 
identique au L.). 
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i 


©Simulation d'une inductance 

1. On considEre le circuit ci-dessous, en regime sinusoidal permanent (IFAD est idial 
avpc v, » v „ en regime linEalne). 



a. Etablir la relation Lianrt lies amplitudes complexes V p et l a quoi corns spond-elle ? 

b. Calailer ^admittance d'errtrie du montage : montrer qm c'est ceile de deux Ele- 
ments passife en paraiEle dont on predsera la nature. 

2 , On monte en parallels entre les bonnes A et M, le circuit suivant (AO ideal suppose 
en function nement LinEaire) : 





Gut devierit L'adrnittarice d 'entree de L'ensemble du montage ? 

A quelle condition surles resistances obtient-on I Equivalent d'une inductance pure ? 
Application numerique : R 0 = R s = 10 ki l et C = 0,1 jiF, 


r u*i1 fVul s&voir 


* AG ideal en Fonctionnement lineal re. 


* Notion d’impedance d 'entree. 

* Association d 'impedances en parallel®. 


12, d# qu'il compteh^re 


1* LAD turn ideal, LL ite cinule aucun courant dans la borne d'entrtfe Snverseuse. 



Exercice i i.j 





Ewncke *i? 


1 *< 

^admittance dentine Y f est Hnwricde Jimpedarcedertrie 2 ( ; Y e =■ - = — * ^ 

' — Ar '< “ 

itent Samplitude complex* du courant eutranl par la borne A. It suflfil d’exprimer ti 

somnw dcs couranls circulant dans les resistances. Rg el R, pour ukukr l r . 

2. Dans ce second montage h le con rant d ’entree est He courant circulant dans la resis- 
tance R JP et la tension V, est relive a V t par le pout diviseur de tension (R>- R 4 ) 

( V" = V” car 1'AO esl ideal). [.admittance d'cntrtr de ce montage sajoute i die du 
montage prudent (Aments connect^ trt parable), 


SolulioJi 


1, a. 


m 


Point cours 

Un ampiificateiir operation nd. est dif id<al loraqucscs courantsd' entree soul mils 
O ' - i + - 0), son impedance interne de sortie egalemeni nulle, ct lursqu'il ne pre- 
Hentc auOin dec alage constant tn courant el en tension. 

Par centre, son gain en boucle ouverte 
pent ne pas etre infmi s ce qui irtiplique, 
en regime lintaire, une tension d 'entree 
F non ngouretKem.cn! nulle (bien qu’en 
general ncf'Eigeable, au moms dans le 
cadre des exercices proposes... et pour 
4m Frequences pas trap e levees). 

On adop tera id pour un AO en forte Li on nement ideal : 

- regime Eirteaire : % = 0 et | V ( | V h „ ; 

- regime ii saturation: V\ = +V mL et e > 0 

ou \\ & -V Mt et e < 0. 



V. = 


m 


Exprimons le bilan descourants.au nocud Dcorrcspondant ii 1 'tnrnfc invctxux de fAO : 


— 1 

a ii , 


* l r 1 

t *■ 

Y:f 

rf - 

® C 

KX1 

4 

1 . 





>77777 >777?7 >77777" 


L‘AO eta nt ideal, i = 0 dansl'cntrce inverse use, ct un meme courant traverse la resis- 
tance ^ cl U capacity C P d ou : 

v^-v- 

= jC&^V^V,). 
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Dcplui P V s r a 0 (fcnctionrcmcnl lircairc : £ = 0 ). 
Soit La relation demands ; ^V { + jC(i)V t = 0 


e,: b = (1) 

On retrouve la relation caracterLstiqued’un circuit intcgriateur (la resistance R, nejoue 
ki aucun role, , r ), 

L fo* L admittance d'entree est deli me par : \ r 




Le courant d ’entree J f du montage 
sYxprime sdon : - 


[ e 3 + K. 


v.-v, v r -v. 

Ri ^ + 


v «- v - V e 



- K K. f R„' 




el en rempla^ant v s par son expression en fonaion de v f (relation ( I }) : 


L s "^(r, + rJ + ^11,063^5 


D’oii [‘admittance dentrtfe V f du montage ; 




j RflRiCo 


Cette admittance esl de la forme 


a condition de poser : 


v = — + — ! — 

- iV* 


±.u± 

^ta “ R|fR|C 


l.e montage propose est done equivalent “dans, le domain? de fonclionnemeiU 
Iteire - & une resistance et une inductance pure montees en, paraJltle. 
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Ext race *n 


2. L’AO ftam idfak les courants d'eninte 
SOrtl rioiartiment mils, d oil : 


V -V 

' e T i 



* ff lc me me ecu rant I traverse les resistan- 
ces R 3 el qiij constituent ainsi un pons 
diviscur dc tension, d’ou : 



Or v_> = Yz = v r £ Y! = Yl : A0 icteal 


r, u 



en fonctionneraent lineaire). 


Soit V, 



et en reportant dans l'eicpression de : 


r - — v - -Lfi ■+ h)v =* = _ 3 _v 

— K h— rX -L R,R ,-5 


R, 


d'oii ladmi [ta ncc d' entree; 


y: ■ - d-. 

R,R, 

Cette admittance s’ajoute a ] 'admittance Y f du montage prk^knt (branchement en 
paralleled d*ou la nouvelle expression de radmittance de 1 'ensemble du montage : 

V + t; = ± + ±— Ei- + _I_ 

-£- R u R, M, iW> 

Cette admittance est cede d'une inductance pure si 3e ternie rtei est nul ; 

l + i__C ,* 

R» R, RjR, 

A ccttc condition, le circuit si mule une inductance pure de valeur : 

| Leq “ RijRlC 

Remarque ns quo I on peut oblcnirainsi des inductances dc ires fortes valours : 

R,, - R, = 10 kt^ C = 0,1 tiF=>L rt1 = 30 HI 
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® Condition de fonctionnement d'un filtre 

On toresidine Le tirtiiit eLdessous, 


R, 



1. On Q&n&rateur pasfait impose Line tension sinusoi'dale yt). Earacte riser la nature 
du montege, On itipponri que I'M) id$al fonctionne «n regime linfiaire {e - 0), 

Application rwm&iqve • - 10; ft 1 = 1 kQ; R 5 = 9 kfl ; Lj = &0 inH ft Cj - 10 nF. 

2. L etude precedent® suppose Le rlgiinf sinusoTdaletabLi. Afin de valider cette hypo- 
these, on doit s'intGiesser au nlgime transitotre. 

a. EtabLir Liquation difftrertieUe reliant ^(f) a 

&♦ En dfduire La condrtiort portant sur R Jr R ? , et Rj permettarttde justifier Letude 
faite en 1* Comnne ntgn 

J l» de ^^ s il f^-al $&voiv 

* Lois de l^ltctrod unique. 

* AO ideal cn fonctionncmcal liniaire- 

de ^u ? il faut comprefi^rt? 

L et 2, On suppose que le rtpme de 1'AO est lineal re. 

La question 2, propose demdier la condition de stability condition pour Laquelle IT AO 
fonctionne en regime lin&aiTe, 

13. Solutio n 

1. On suppose que le montage fondiortne en regime linfaire ei que LAO e$t ideal 

(* = 0), 


Chipitrt 4- Elect- DCinetrque 2 (219 


trial 


Exercize tu 




Exerciee -m 



D’oii, en rcmarquanl quc k mdmc ccurani i traverse R, ct R 2 : 

V«= [j(L 1 t)- g L)+R 1 + R I ][+V ! (i_ = 0). 


I- * !: = Rfrirl* c ' I- -I* -"»! 


Dot: r 2 2 - R , + r' 1*“^ “ "r; + Rj “ “r^r; 

“ : V, - V.j 1 ♦ [<L |M - ^) + 11, ♦ 



Et aprcs simplifications : 



Soil encore : 
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r: 


avec {Or, = 




Bosons alors =* 

a f R, It i 


1 + '^ Q L l£ ^ 


(R_2 Rjj 

U' Rji 


r; 


mm oblenons : 


-■r-- 


Hr 


iof— - — 1 

\w a 


| 1 , s'ugit dun fillre pasSe bandc Certlri sur {%, cic factcur de quality Q, et dc gain 
pour la pulsation wntnk <fl 0 . 

Application nunt^riqu^ : 

1 ^ - 4,5 - 10+ r ad ■ r E =*/ c ^ 7,1 kite; 




Jm ■ I0- 3 ■ io- ft 


3 Q.,^KM 7 .| g 




Hr, = 


fe+ B 

i j_ 

9 10 


H„ = 99. 


2 , a* On a : ^(0 = L,^ + ^ + R t 1 + R,i + v t ( 2 } ( i = j 


et 


r: 


V = V, = 


rj + r; 


v_ - v = R-, i 


f Jii— 

[ lRt + R( 


= ft*' 


(r: + r;) / Rf > 

et en ddrivanf [ 2 ) par rapport au temps et en rempla^ant i a I’aLde de (J) : 

dH\, i dv. / Rj\dv, f R, \dv. 

L ' + + <R ' + R ‘> of - H 1 4 sf W = - H 1 + -7 


SOit : 


d 2 v, R 2 fRj Ri ’’|d v, 3 _ Kj/ Kj \av c 

dH ’l,VR 2 ~ Ri J dr ^ '" 1,1 R; J dt 




(41 


2 . b. 11 est done nocessaite que la solution is i equation difterentielle sans second mem- 
bra tic diverge pits, ee qu i i tnposc 


R, Rf 


ir«r >0 


(liquation corresponcfante s'idcnli- 


ftant alors a cdkd'un oscillatcur harmonique amort i-,,) 
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Exerdce 


CdirtpnejiSdrres 


EW .r < 


HI 


— < — , r s (f> iicinl ,1 dawrgerei ]'A0 vi atteindiela aturtiiort. On ptui ators mmiitr 

“j 

quc tet ■dtiit crest pas, stable et que fuukunent v,(t) va ascflkr entrc et— V^. Csosdliilimu 

R R F 

nc sernnt pas smusolfdales, sauf pour suffearrunent pnodw de -p (par vaktir syperieuiw) 


h ill dies appariussent cummc quasi - s in usu ida] es de pulsation. peu clillerccLtc de Lu., - 


i 


/L.C, 


@i Filtre « entierement » reglable 

les AO sent supposes ideaux et fonctionnent en regime lineairQ. 



1* On se place en regime sinusoidal etabli de pulsation Determiner la fonctien de 
transfert complex# ; 

HEjtu) - 1 

En dedoire La nature dw montage et en d§gager les caracti’iistiques esserstMtes. 

2. Tracer Lea diagrammed de Bode don riant 6 ffl = 20lag|H| et tp ^ argt.H) enfone- 

tion de log 1 — 1 sv« ; 

KvJ i 

" JaRjC^iCi' 


a Solution 

1 . Les AO soul id&mx et fonctinnnenl en regime litseatre. On a clone : 
( v 4% = wit Vp - v B ; 

< v *>® = (0@ don v d = % i 


riqhtei 


aterial 
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Finakmcnt v A * v 0 = r fl „ et on ptiu preruire i, #, ct v A comme mconnucs prineipa- 
Itt, extant impost 5 , 

Les trois Equations necessaires a la resolution, du probl&me i’obtiendront en ecrivamt la 
loi d» nrewds (on encore le * theorem* tie MiLtemanh *) jih points A r D cl 8 , 


» Norud A : 

i(£-V.)+iC 1 a(o-v,) + J-(S,-V,) = r,)=o. 

Doii : 


(5I + s; + ' c '“h-s;? + ^!! (1) 

* INlofud ,D ; 

jC,co(S, - Vjj) + ^-ts - Vjj> - IJ^Uj = 0 

»;> (iCjM+g-jv,, . jCjBSj + g-S (2) 


e 

.- •r/yr? 


Srrs 


X, 

/7777T 


i-h - 0 


y- 


X ft Lid E ; 

l 


*-h - or 

/■■W.'V 


(S-V & }+- 


fO-V B ) 


Ua - 0 


(i-a)R'- ' aR *' 2 

soil (l-a)V^ = a(S-Vg) 

ei V 0 = aS =* V A = as (3) 
puisqucY* = Vg, 

(2) entraine avec V D - V A : 

jH 1 C 2 tt)S l = V a ( 1 +^RjC 2 m)-S 

et avec ( 3 ) : 

iRj.CifflS, = S[- I +a + ajR i C i co] ( 4 ) 


\*X - o 

(l-a)R J aR 


B 


4 
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Exerdee +« 






Exerdte*i5 


Entin aw (1), (3) el (4j : 


(F, tiC *“^k * b + km^'~ ,+a+a ^ c ^-- 

E 


Regroup tins. Ics ferraw i 

sKE;*5: + iC '“)*]iife-0‘4 

t r I .{,. ^ ] - a VI ! 

b . — a + | — — — = “ 

— L R- t ■■- R | R j C j (o / J R i 


Suit enlin 


i% + j 


R ,.C | am - 


a -m 

K K. 

il7 C! “ 


D'o Li. une foDction de transferl 



On peut remjrquer que k crochet s’annule pour une valour particuliferc de la pul- 
sation CD. Ellc cst donndv par Isa relaiion : 



et cn pasanl can , - 


D'autre part, la vafcur de la fonction <fe transfer! pewr (0 - (Dig esc detime par 


H - H & = -■ On peiu alors ferine 


H = 


H, 


1+111^,4 “-^] 

J 1 “Lej% mi 


Inlroduisons Le faclcur Q - 
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La fond ion <k transfer prerwl la forme : 


]j - 

H 0 

1 + >Q 

' <0 m (f| 

-ffl & 0.1 J 


On rctonnsut la uti filtre passe bande i 

- cenlre sur la pulsation Mq i 

- de gain red H 0 po ur £U = 0),, ; 

- tt de faeteur de qualite Q, 

Commentaires 

| ■ Em tffe hauu frequence, et k la I i mite, k conderuateur C, construe sin court-circuit et le 
potentid du point A dcvicnt nuL. ;1 tn est dune de mertw jH>ur le rtitud B, et LI n'y a, pas de 
eouraiti iravemnt la r^siaaticeaR. 

n'oia j = 0 ei f s i . * o. 

On a blej] H — ► [> quand ft> 



■ En t iifes basse fn-queiice, «t k ia limite, les condensaieurs se teamformejit «n circuits 
ouveits ; on a done m niveau du raceud D : 



iToli 


;s0 {L® = *_© = 0) 

% = s = {*.), = K>| = v„ , 


ll ny a pas de courant travereant la resistance Id - ti)K. 11 viem i = 0 (Ini des ntcuds en 
B] et i * v ( = i"J : 

H — > 0 quand fit — *■ 0 . 


J 


{ h-apitrp 4- blttetrocmBtiquB 2 ^2S 


»rial 


■ SI»S3pi3X3 






Exerdce *15 


La bandc passante a -3dB est definie scion : 

fA<fl) w = 40j, -«i B ,awc td H «l solutions de I'^quation : 



D'on 


i 

- — ct 

a ls Q 


(iM)w 


Le liltre passe handle pent etre caratterise paries grandeurs „ H a et (Aca) BP , De ces 
trois grandeurs, settle (iti)) w depend de k„ ce qui permel de regie r la largeur de la 
bandc passante independammcnt dcs valeurs de la pulsation cent rale et du gain 
max i mal El r| „ 

[l D peul ensuite etre ti*£ cn |auant sur lit valcur du paraitifctre a (et til reliant dans \t 
domaJ tie ] [n&ure t» a est alors ai ustable k la valeu r dfesfdte en jouant sur R ]t Rj ouQ. 


2. m Diagram mes de Bode : 


C dJS - 201 og; 


~i en notant X * — , d’oi* : 

Mg 


[ l+Qi H)P 

^ j d» = 20 log H (J - I Olqg I 1 # Q X - ~ V] „ ce qui dome tea comportements asymp- 
totiques suivauts ; 

• X « 1 : C* — I 0 to»( ^ ; - +J 0 kw(^' + iOtngX 
ce qui correspond k tune pente de + 20 dB par decade. 


•xs»l: G»— lOkm(^) - t:<Ho E ^]-20lo E X 

(peine de - 20dU / decade \ 


X= i-G^ = 201o E H 0 . 

Do ij les courbes donnant G JB en fonction de iogX, et en remarquant que Les deux 
asymptotes se coupent au point (0 1 20logH 6 } pour Q = 1, en, dessous pour Q > 1 , 
et au-dr&sus pour Q < I : 
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Dfes 3ors : 

* X « l • tanf ^ ^ eE up — + + ^ ; 

A A 


* X = I : tamp - 0 el ip = 0 ; 

’ X » l ; tamp - -QK el tp «=* 

Remarquons de pins qiu 3 a courbe dormant -tp era function de logX est symetrique par 
rapport an point 0(0 ; 0 )* X fl = logl =■ 0 et rp = 0 , en effet : 

X =* — i 9 =* 

X JlogX =>-logX. 

Dow les CTj'urbcs <le$$tn^s pour dtifeentes valours do Q : 



:erial 


Chapitre4- tlictrotinfrtique 2 


Exerdce 4is ■ 




Exerdc* 


# Derivateur 


1. Son mgr la function cte transfert du circuit d-dessous, pour un AO ideal darts- be cas 
oy c ^ 0 en regime lines if e< 

R 



DonutT liquation difforeiitielle [font v r 1 i, f i et v e {t), pour un> regime [intake quel- 
eonque, Quel est to rflle do ee circuit ? 

2. On veut tenir compte maintenant d'une resistance ren seri-s, situee A Tentrie du 
montage, LAO est toujours suppose ideal,, roais d# gain fini ; on Ifossimile a urn sys- 
teme Lin£aire du premier ordre obiissant I Equation difffrentielbe : 

l dv, 

avec jd a - 10 6, et tu Q - 10 rad- s ^ 



rtf) 


a. Etabli r que [’Equation diffarentielle v#rifi#e par v^f) peut s'licrire sous la forme r 

1^ 2^ ( l .. 

6|i?r + n;w + ^“- Be dF (JVKl+ ^- 1) - 

Montner que pour r« R, les expressions approves dies coefficients O 0 et X sort 
dennies par ; 

».-£F - 

On prendra : C = 0,1 piF et R = 10 4 £X 

b. A quel!e(s) condition (s) peut-on netrouver, pour le montage £ludfo, un contporte- 
ment vofoin dt celui du derivateur parfoit I 

Quelle valeur a-t-on intfrit h donner h r ? 
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.I Sojulioh 


v , , . , 

1, La foft-clson de transfer! H = — earact£rise le comportement du circuit en regime 

sinusoidal permanent V, et V f ftunt les amplitudes tompkxci dcs tensions sinusok 
daJes de sortie et d'entrde, 

Ici, 3 s AO etant id£al (pas dc comanU d 'entree 3, le mcmc CouT«itl traverse k condensa- 
teur C et la res istance R, soil awee £ = 0 (fonttionncmcru Uru6nire) : 


V ( - 0 0 - V, 

~T~ = ~"r” j 

jCto 


Soil : V s = - j KC<i)V t 


et 


H = -j RC&H 


(U 


Equation diffeentielle liant v t (f) et v J; ( t } : 


Hl)-C±(.V'-O)= 0 ~ V ’ W 


It 


dl’tHG 


= - ac 


dv c (rj 

dr 


m 


R 



Kt ) 


1 R i(t) 

MO 

✓73 

r 

yr? 

0 

>77 /77 

mo 

*77 


Cnrmveniiiire$ 


■ I.’ equation (3) est ceQcd'un demaleur partalt. 

' On aurait pu diiecttnuni passer de ( l) k (2} en subsiiiuant ay tacteur jeo I'opfciteur de 


derivation — ci cn rtmph^ani Intensions V par v(;i. 


J 


2, a. On a rou jours i = 0., et k meme 
courant i(f) traverse lies composants r, C 
et R. 

On a done : 


(j'+R)] 1 + ^ avec 


MO-VH 
= ^3 


D’autre part, i * 


- E 


R 


H) 


On reports (dj dan s (3}, cn dlitninanl r : 


V r U)| 


(33 


dv^ 

dt 


dl U . (r+R )( 


dr 


R 




c 

Hh 


q{t) 


-£(0 


kO) 


/7T777 


/7T777 
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Exerci« 4t«. * 


Scat encore : 


dv, dv, dp 

- RC— ^ b e + v + r C-r + (r+ R)C^ {$) 
dr 1 dr df 

!>c plus, I 1 AO fortctiorme zn regime Unfair? selon : 

I d v 

■' * » o, 81 ^ 

(S) devient atari : 

-Uc£* . , c±i ♦ 1 /,. *->.£) * iiUWte + _LfM. 

dr * df IV-. %, df } M 0 V dr « (l dr 2 ) 
Regroupons ks lermes. : 

dr 2 V |i B /df l IV dr 

Evquatipii dc la forme (avee l ♦ — » I 5 1% = 1.0* > : 

Mu 


1 d\ 2 \dv % _ dv c 

0,(31 ■" RC dr 


( 6 ) 


. P,^, ti>aP f , 

ou;nf 


(pou R » r ), 


^ = rC + -L + f^-rc + -L + ^ 

11,1 ta;,«u Mn*% Ml. 

Avtc lu vatauis rmm£rk|ue& induiufes dans It testa 1 , ii vient : 


ai - l0 * = i(j' a 


10 ‘‘ 10 - 7 


Ofl » 1(9* rad • s’*. 


^ s rC + Jii -7 + It) - * - rC pour r mu] tip]." de 100 £1. 
Aecv ecs approximations., art a done ; 


n JrUfiPa . , rC «#o 

a »’JHc “ x 'tJ-rc 


l-'cquation diflfifrcnlicllchoniogdncassocidci liquation (6) s'&Crit : 
d t v. „ dt' 

— +■ + ojv, = o. 

Cot celle d’lut circuit K'-L'-C serie de pulsation propre et die facte ur de quality 

* • k- 

2* b. La solution vjrj est approxi mativement celle du dtrivaleur parfail 
i' s (i) =■ - RC-^j i dans la mtiure od leffet du (pseudo) circuit R'-L'-C'ot nfgligra* 
ble. II taut ainsi rthiliser deux conditions: 
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- ks solutions de I'^iution homogene doivent etre rapidement negligeables, done 
sufiisamment amorties ; 

- ks termes faisani interwnir les dlrivtes de vj/) doiwnt raster petits. 

Plus pricisiment, Its. solutions dc liquation (6) peuvent sfcirc ; 

vjt) = v s U) + y^it), 

(traniitoine) ; :-,mI .iii'.n: pajiiculifrre 

CrtnffliJMrtdirtt 1 V ( |l}> 

■ Li prtm Lire condition doit done St trad ui re par i\(i) -* 0 fc plus rapidement pos- 
iib le„ ce qui correspond a X » 3 ( \ = 3 «( associe 4 I'amortisKment critique), 


Commtntairet 


Dans 3c eas dl'iine Equation dirtcrenlicILe * (lassiquc « ; 

~ + 2Wl 0 ^ + il^-= iVl (7) 

Les solutions de I'ciilihiLlihi homuginc (equation (7) oil 1: = 03 se diduisent des racings de 
riqLiitkmcaracllmtique : 

X^ + Uf^X + Un = 0 

dont ]e discriminant (idduit) esl ; 

A' = * «((>■*- 1) 

d'oii deux eas ; 

•X* 1 ; raatws riefles X = - (A ± JX ? - I >- 


So it v{t) = oe T| + fre t: 
avet t L t 2 - t, - 


nj\ + Jli~l 3 




Quand K varied* l k P« inlini «, t, (Ucrit I'intervalJe — — » u et t 2 rintervaUe — -» «=, 

li., * A.i 

|] vnut mkux <ho»ir ?s ptochede 3 (id par valeure suplrieures) pour avoir une dierois- 
rapide | ni-i.irs t, ™ ij ™ t ( = ^ j * 

X < 1 ; ratines Complexes conjupaieide 3a forme — M! u ± jto\ d’oii dsdiilians i (7 } ; 
WO - e'* ft| ‘(Acos<# r f + Psintu'O 


«nce 


soirt'(i) = e ’(Acww'i+Esinw't) diit = — signalquig^tknnetrdLitaniplusrapL 
dement, a Q„ fi*e, que a «t prachede i. 


Hn conclusion, cette etude montre bien que S'amoftbsement le plus rapide du rtgtme 
* transitoire * est obtenu pour A = 1 


■ Ls S««w<k condition impose suffisammcnl grand pour que Equation >(6) se 
redutje i : 



-dv 


■Chapitre 4- ElectrocinEtique 2 



Exercke 416 » 


Si v e ( J } presente uiw conslantede temps t t cancteristiqw df &e& variations, U en sera 
de meme pour v ( f ) t el : 


Jr 



soil : 


et 


«{ 


d J v, 


7\ 

U, 


dr 

dv. 


« i- 


1 


df 


-1 « IvJ => 


ix 


« i , a n » - 


« 


r 


(si X =- 1 ) 


Av-ec tes valours proposees, on a O a at 10 s rad ■ s -1 h ce qui correspond k uite fre- 
quence /,> telle que ; 


k = ^ => /a * W kHfc 


Ainsi, Le derivateur pourra valahtement fonctionner pour des signaux de ft^Lienft 
nettement inferieure 4 f t) - 16 kHz, . . 

2 f RC 

D'etre pjTl,lediob( 4 « I impose : r = — I 1 , 


Soli 


2 

encore f = 

IQ' 7 


/ 1 0 1 • 10 7 
J 10- 10'" 


r*200 12. 


Cojflweofflirei 


■ Cette valeur de r v^rifte & peu pres lit condition r «. R , On a e» eflei : 

i = m = i . io-j 
R Hi' 

■ On peut dusii pettier que ie cifoitt reel fbnctionnera a peu prts coniine mi dirivjieur par- 
frit cam que l h eftet de rm* n^gligeabkdevanl f impedance du nndtimtmr : 


r ss 


Cos 

eequi impose cine liniite superiEMinr aux putatcuns ©compatibles. ntr cut bon {bnclkmneiaient : 


rC 200- 30 •’ 

ee qui correspond £ pen pris a Ut <SC ft M . .. 


= 5 - 1 0* rati ■ s' 1 


Notonsque la pr&ence return iv r eat (it pratique indispensable powr l« stoMttl do 
muniage ; avee r = 0 h Ie gain ( momage inverseuf) lendrait vtn I'infini kirvpie - 7 - , 

elt'ei lieu reusMitnt compenrf par la limitation du gain de I'AO aux frequences (levies ! I 
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Mecanique 2 

A * OsciLlateurs 

B * Forces centrales et systemes de deux points materiels 
C - Changements de referentiets 

* ^ 

D ■ Mouvements dans des champs E et B 


A. OsciUateurs 


Association de deux ressorts 

U n ressort « idfcal » suppose de masse ^ 
negligible, est caracterise uniguement 
par sa longueur au repos l 0 et sa raide jr k. 

) + 0n accroche deux lets ressorts bout a 
bout : montrer que ['ensemble est Gquiva- 
Lenit ci un resort unique, dont on precisera 
Les earact£ristiques. 

2* M&m$ question si tes deux ressorts sont 
months cote a cole, un dispositil tonve- 
nable, de masse negligeable, imposant a 
la barre de liaison un mouvement de trans- 
lation parallels aux axes des ressorts [la 
barre rests constamment perpendicutaine 
a Cet axe). 

3, Commenter les resultats obtenus au 1, et 2. 

■ 1, Ce ^u 5 i] faut Javojr 

■ Oseillatcnr harmoniquc non amorti : cncrpie potenlidle clastique, 

Ml* Ce faul ^oftijhrgjigf r«? 

1. el 2. D h ime manure general?, il faut eludier le coinportemenl du dispo&itif soumis & 
une force d'intenate F donnec, el determiner I’allongcincnr A l. Si le resultat pent se met' 
ire sous la forme F - irAJ, I’ensemble cst bien equivalent & un rcssort unique de raideur k , 
Dans le premier cas, r^quilibre du systeme impose TegaHle des tensions des deux res- 
sorts, land is que le second dispositif Impose I'^gallte des longueurs [et non des allon- 
gements. 

*■ 3 . So]\i\iQh 



1 

cas (l) cas (2) 


1. Soumetlonslcsystemci’iiincforced’inlersitcFfF - Fk z 
et F > 0 ) el dtudions le systeme dans sa position d cquilibrc- 

Le pin m A, sans masse, est soumis a la force F e( iii la tension 

— i —f 

du ressort T a = )u^- 
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L’Equilibre impose : 


F +f! = 0 = 0 fl) 

De mEme, le point B at sounds^ de In part du noort (3), a la force -T> et de la part du 
reaort ®»4la force T \ = - i , ( I , - , ) ut . On a done : 

- t|{ii -i^i ) + — = 0 , ( 2 j 

0 en [Ciultc uri allongement total du disposilif A 1 td que : 

A J - ' I y— Ijj 2 ) + (1 1 - 4 1 ) - 


Soird'aprts ( 2 ) : A1 = (i 2 -i w )[\ + 


et svec (1) : 


„ 1 1 + k 2 

A1 = 4-—^ F. 
*i k i 


k,k t 


I a ■■ I 

L ensemble cst done bien Equivalent I urn resaort unique de ratdeur K = ■ 

(F * KAi Let bien entendude longueur a vide l 0 & + i ', H . 1 J 

Lttdfux syslimes conliennenl Egalement l« mEme Eucrgit, On a ainsi pour le syslirme 
ties deux ressorts : 

*• = ' + 

(3) 


d'ou avec { l) et 12} 


E = ^fi + ri 
" " 2 U, JtJ 


Et pour le systtme equivalent r 

£, = (4) 

. , .. . . , . . t k. + k, 

Les expressions (3) et (41 sons tdentiques puisque - = . ~ 

Ps n | ft j 


2. Le systEme de guidage impose la m£me longueur 
1 jus den* reasons. On a done T 2 - - fr z (l ^ 

— * 4 

et 1 1 s “fc| ( 1 “ J ;! | )li^ 

Dans le cas general, ces tensions ne sort pas Egales. 
levr moment en B n h cs( done pas mil, tt le sysieme de 
go id age doit oompenser ce moment. On pent slots 
supposer que oda s'effectue par llntermediaine dun 
couple qui n’affixte pas le bilan des forces sewr^nl 
sur la barn;. L’Equilibre: de Cette derniere s’etrii aiusi : 

f-M'-W-MJ-W = 0 ( 5 ) 


hr 

k 2 k I 


Pour F = 0 t on oblienl 




kJ m +k,l 


1 1 1: : 





Chapitre 5 - Wlcam'que 2 


material 


tos wptaHj 





Exerciceici 


El pour F*0, ilvient: F a (Jt, - (Jc, +i 2 )Af ou A/ reprfeente I’ation- 

yemcrtl du jiysicme. 

L'cnsfinblc cst equivalent I un reswrt unique dc longueur au repos ! tl er dc raideur 
K = t, + fcj. 

D'un point de vue energetique, il fans prendre une origine associee a la configuration 
(Tequilibne pour F = 0, Ainsi pour une Force F * 0 et done une longueur d'Equilibre f> 
il apparait une energic Clique supplEmentaire : 


e; - EpHi-yij 

soil E' = + «) 

quantity <|m ! h EI nous fit tut comparer i E" = jK • (I— 

Calculous done E" - E' : 

E'-E' - + 

* *01 )■ + ~ 

e; -e; = 

+■ ) + (l„ - W 2 ] - |M'- 4 u )4 

or ij - - J fl | )- = (1— 1^ + Jo — Jqi ) a — I(i — lolt^o — ) 


Soil apnis ties, simpliliealioriS : 

bp “bp — “ ^ I ^ _ K ^(1 " ^0 I ) “ '■ 4 ~ ^1 H ^ 1 

e; - e; = -a- + - 0 t*) ( 1 = k f = »)■ 


lly a bien EdentitE entre rfttfirgie E* associleau re&sort Equivalent de raideur Kde lon- 
gueur Is vide J lh et Le supplement d'energie Elastique pour Le systoe reel (enure les Etats 
F = 0 et ¥ * 0 ], 

3. « Considemns dabonj les raidcurs. Dans le premier cas, les deux reswrts sunt en sink 
et on a p - r- + 7“ ' Dans le second cas, ils son! monies en parallel? et K - 

Ire, K-| ftj 

* 1/ association en serse met en evidence le lien entre raideur K et longueur It vide ^ d‘un 
ressorl. Ainsi si Ion divise un tel ressort en N parties (gales, chaque partie aura : 


- une longueur a vide 




rakk„rNK(l=Nji;). 
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Up type de ressort donnf suit La loi : 


b^ufur li vide xraidcur = constant? 

la constant? ftant caractdristiquedu materiau (propria de deformation elastique) et 
de la gfoTnirrie (dLamttre des <* spires » et rayon du " fii * constituent le ressort ik boo- 
din,..). 

L’w^flce ittoiure biers que, soy mis I un? force donnie, urt ressOrl d'un module 
donn£ $ allonge d'uitant moim qu’ii est m depart plus court, .. 

Lteinarq hops que - dans le deuxfcme cas- si lea assorts ne so-m pas identiques, I'iqiit- 
Ltbre au repos impose T> = -T 3 (P = 0). 

La barre cst soumise a un couple, qui esf compens^ par le dispositi f de guidage i ce cou- 
ple exists de ma nitre ycnemlc. II n’est nui que dans Le os particulier oil : 


so i t : 


e'est-i-dire ; 


ce qui Impose : 


,wit, si # £ t ; 


= m'-w = j 

KnrirJ = '®"'“ 


Dans Iccas oil k 2 = cette absence de couple n"est possible que si I i:a - f e]1 mals 
esl alors rcaliscc quel que soli F teas de deux ressorts identiques). 


® Decollement d'une masse 


1. Un point materiel A r de masse m. est pose sur 
un plateau horixontal P, de masse M, soutenu par 
des ressoits equivalents I un ressort unique de 
raideur k : ce plateau ne peut se deplacer que ver- 
ticalement On appuie sur le plateau, qui se 
deplace d'une Longueur t r comptte I parti r de sa 
position (fiqui Libre initiate, et on Le liche sans 
vitesse initiate. 


A 



Determiner la condition que doit verifier Le deplacement l pour que A ne quitte jamais 
be plateau. 
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■ ros aniojaxg 



Exercice soa 4 


2r Ufi chariot de masse M peut gfeset sans Prot- 
ttmtnt Hjr L J axe Oz. It support* un point mate- 
riel A de masse m. II y a frattement entre m ef 
On admet La condition de non glissement die A 
Sur <M : 


A 



0 i 


jf f | < ftng [/coefficient de frottement} 

ov f f - F, u represent* la force de contact tangentseLfe exertee par M sur K Quell* 
est ^amplitude maximale des oscillations du chariot compatible avec Llquilibr* 
sur cekii-ci de la masse m ? 


il d* f*ul jfavoir 

* Lot! fonda mental* de la cLjcnamique - theorem* de la quantile de mouvement. 

* QscLlhtcurj! haimo[]i{|ucs 


IN a , c!g ^u a i] f&ui ^ompreji^re 

1. Tout mouvenienl - autre que tectiligne uniforme - ngpeasite une acceleration |c 3 «t 
la Fedproque du prineipe signer tie,,,} a Laqudle correspond necessairemenl la rdstil* 
tunle de forces subies par l« mobile. Dans le cas present, la masse m est soumis* A son 
pods (vertical vers le bus) el a h reaction du plateau (vers le haul) 1 I’acctfeation que 
pent subir le point A -cn orientant selon la vertical* descendant* -est done limits* 
par h valeor de g. 

tl taut done calculer Tacceleration lieeau mouvement d'oscillation d u systime, el cher- 
cher ki quelle condition die restem effectivement iitfmetirc a g. 


I’J. SojutioJi 


■* .» ■+ 

1. Le point mate i id A. est soumis a son polds P a mg et i la reaction R du plateau. 


Post >ns R = — Ru ,. 

Le contact subsistera si It dement* posit if. 

Ijc point materiel quittera le plateau dfe que R = 0. 
On est done amend a calculer R. Fourcela, appliquons 
la loi fbnda men tale de la dynamique i A en supposant 
qu'il rests solidairc du plateau : 

m z = rti^ - R^ R s 


-* 


X 

1 R 

3 A 

1 — 

1 


-* 

mg 


-i 

li z 



Z 


R po&i t if im plique done une acceleration z i nferieure 

■dg, Le calcul de cette acceleration s'effectue a partir de la loi fundamental* de La dyna- 
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mique apptiqufc an sj/slime materiel {masse A + plateau} assitiiEEe Is im point mat£- 

* -f 

riel, c’est'i-dire m notanl F - F h 4 la force e*ere£e ici par le ressort : 

(w ■+ M'lz = ( w + M)jj +■ F. 


P 0 ii: g-i - 


et R - 


Airsi b il y a contact tant que F < 0. Pour determiner F, prenons I’origintdes z pour 
uo ressort ni tender, ni oomprimi i dis lore ; 

F = -Jti ct 

La masse A ne quitters jamais le plateau si, trample lenu des conditions, initialed, la 
position, 3 = 0 nest jamais utlejnle. 

Le syst^me esc uti osdllateor harmonique non amorti qui va osciller tvloittdi sa, posi- 
tion d'eqjuitabre 2 $ dffinie scion : 

tm + M '}£ s kz a . 

Or II f = 0, on a a = ? Q ■+ l et i = 0; les oscillations wont done s’cffcctucr entre l« 
li mites z g -t et %+* i. 

A restera solidain* du plateau si la valeur minimale z 0 - 1 de z restc positive, soil pour : 

=► 

Dans le cas oontraire, A quitte te plateau pour 2 ~ 0. 

2* La condition de non gits&ement de La masse A 

Ff? par rapport au chariot esi : 

IM < f m & 

La. loi fondamentale de Ea dynanuque -appliquAc O 1 

au point materiel A donne ;. 

.r 

tnz - F e (awe F| - F* w. ) r 

De la mime faepon qu'au 1., le th^orime de La quantile de mouvement pour le systtme 
masse A-ehariot s^crit i 

(m + M )z = -kz (pas de frottements sot/ chariot, ct la force acrcfe par le ressort 
est F J ■ - kii? z , Forigine des z Itant choisi pour un rCSsOrt ni tendu ni oomprime). 
Le non gli&semcnt de A par rapport au chariot esi iStvti (ant que . 





m + M 


M < fmg N < T— ' ^ 


Enfin si l "on note ["amplitude des oscillations (A ct chariot solidaires)* HWgalill 
pr^c^dente se trad nit selon : 
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Emerdce soa 


Osdllateur harmonique amorti 
temps de reponse - Selectivity 



Une masse m peut gliisa&r sans frottements sur Taste jf'Ojr d'ym plan bo ri cental ElLe 
est relte# Sun ressort de raidteur k et de Longueur £ vide f^, On rep&re son mouvement 
x(t\ par rapport 4 sa posit™ ressort rii tendu ni eompriml. Eli® est de pins soumise 

4 urw force tie frottement fluide / * ~2kmxu w j k = — j. 

z k © Q 

On peseta w 5 = — et Q = 

m 2 A 

I. A Tinstanl initial if — Q r la masse m est ero x - 0 avec une vifesse nulls. On La 

-S 

sonmet alors 4 la force constant® F 0 - F Q =u, r Dlterrmner La lei do mouvemerit *f(f) 
dans It ca$ oil It foctewr G est suffisam merit grand devant 1. Representer le graph® 
de x(t). Commented 

On rsotera - j- 


2. Soumise 4 F 0 , la masse jtj est maintenant immobile era a = X g . 

On supprime la force F 0 4 m instant pris pour engine des temps (t = 0). Conner U 
nouvelle expression de ■*(.£) dans le eis oti Q » 1. 

Dans Its mimes conditions, montrer que Tenergie mtcanique E m (t> du system® virile 
E ra (f) = cm exprimera x en fo radian de ©g et Q. En dedin re que L'on a : 


Q - £m 


*■»»> 


E^n-E^t+r^ 


oO T„ 


Coridun®, 

«o 


3. le system® est d&sormais soumis i une force sinusoidal F 0 = F a cos sat ■ u f . Etu- 
dlieF La reponse de L'osdliateur tn regime forc4. Dans le cas oti 0 » 1, determiner la 
bands passant# Am en function de c%, et Q. 


4* Commenter Les resultats obtenus am 2* et au 3, 


II. de tj-q’il fVtfl JPVoir 

Points de cours 

• Osdllateur harmonique amorti ford. 
■ fenergie mecanique. 
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Outils fmatfaesnaiiques 

* Equal ion dLlT^r-entLcllt lintaine du second ondre avec second iwrnbre, 
■ Utilisation de la notation eompIexe„ 


■■Ml, Ce fail l tfoMj>reJi^r e 

1. On desire fame passer le systeme de I’&al ix,x) - (0,0) 1 1’&at (x , .*) - 0). 

Cette evolution s’ effect ue via un rigime transitolre quasi sinusoidal, & l'£chelledequcl' 
ques T v dfcs que I'amoTtiwemcnt cst foible, ce qui «t le cw pour Q SE> I : le regime 
at ulors pseudo-pfirkjdil q ue r „ r 

2* On pent (nine la Tn&nc rcTncnqucquau L, le systems froluant «tle foitHci dans IW« 
sens (Ics conditions initiates seront differentcs)-On peut s attendee £oc quote temps T soil 
d^autanl plus grand que Q c$E grand (faibJc amortissemcot) ct E% faibte (T 0 grand).., 

3* It s’ a git de Felude classaque du regime sinusoidal force, La bande passant e dost (tre 
d’autant plus itroite que Q est grand (meiileure select l vice) et que % et faible. 

I lappa rah que t varie en sens inverse de Aw,.. 


>> So]ulioh 


1, Appliquons an point man: rid m La loi fondamcntate de la dyriamiqut, cm projection 
iur rase if Ox : 

ms - - is - 2Xms + F e . 

Soil avec i = mol.', et 2\ - ^ : 

, ■■ ■ i Fa i „ j ( „ Pfl 

ID x + — x + WqX = — = T « 0 = X 0 m 9? oiposant X 0 = — - 

VJ ftl K K 

Eii fait, ^correspond & fahscissede la nouveile position d’gquilibredue ila force exte- 
rieure F 0 appliquCe au system c. 

Posons alors :c(f) = X 5 + u( f). Dfcs fors ; 

u + + fflju = 0 (2) 

Ctierchons dcs solutions sous la forme c ?* ; p dost verifier ^equation caracteristique ; 

to,, * 

P 1 + jjP + - 0 t 3 l 


Son discriminant «t A = to,, - 4 |. 11 est negatlf pour Q > et done a fortiori 
pour Q » I . Dans ces conditions, les solutions de D) sont donnfe par : 

tiip . / f Co,. . I r 

'■ W ! *' Q‘ 
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Pofi4c>r$S. •» - (il 


'i 1 _ 4Q- 


09 * m Q pow Q '» 1 il vient : 

^ — r 

u(f) = « (A00M»f + BsJlfUOO 

d v( i ) = X^ + c 1Q { A ecus to t + B a n «f 1 . 

Traduisons les conditions ini Males *(0) = 0 et jc(O) = 0; 

.VI 0) = 0 =>■ X„ +■ A = 0 =» A = -X & 

Hn,blejncni x{ f) = X :| l-e + y^^sinto^ . 

Et pour Q » ] „ sod on =• <%, *t «i m^gUgeant It teme tn sinus, k-rme dkmpldtidepra- 
portinnnelie a ^ trts faibde devanl Vim\\£ : 


r - — r n 

jf(t) *° X 0 ] - e coiOJijl 


D’ou les gi'aphes t -* r(0 : 
x 



Cainmentiiirgs 


l> systolic »* jiiwim * sew r&iittteiabJi (encore appeW regime permanent ou regime foi^,ei 

I 

enrrespondant ki A x = X Ll a ) lies que k Straps t toule cst sufluammem grand devanl tin 
temps ^rnjciirisiique que L'on pent ^valuer ii t p = “ (if I - «cp| 

c:'«t It temps ntcessaine pnprquc k systfrme puisne - oublier » c^condirions initialed 
* ftau t i * ?\ (in a affaire i nn n£gjme trausjuiirt qui presens* ici leacaracslrisliqutt d'un 
regime fFCLidD-pfriodiquc jpscLidjo-pef iodc -T 0 pour Q 5^> 1 J. J 

2. F..n regime £tabli,tl noui 1‘actiort d( k force e^rteun: F^on a unc elongation <t«i res- 
sort x = X (r Suppriiruml F Qh le systems va lendre vers sa nouvelle position d’&gtiilibre 
x = 0 «ii effectuant des oscillalions pseudo-rinusoidales. autour de oette position. 
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. u IliQ B 2 

Diprfe 1c l,sr< f)> solution de I'dquationi * ■*■ — i + o> fl jc = 0, <st donndc par : 


v(t) * c 10 (A cos car* Uiimof ) 


* M 


. , = H . . . . - _ . ismi 

Avee mi = X.,, ci .tf (0) - 0 soil : X... - A et - y— A + Btu = 0, 

Et avec ks metrics approximations quail 1. nous obtenons pour Q » 1 : 

f/U 

■ xi. t) - X |; ,C JtJ COSM^i 

« LYncrgie cin&ique de la masse m a pour valeur, $ chaque inslant : 


£. = -pfli* 


6 2 -^r “a r 

# -wiXflC Q — — cost%f-ffl B sint%f . 


Et„ en tenant compte de ce que Q » 1 .: 

I -— j 

E. v - tniu^ X.^e 9 sm 2 m D S, 

De mime, rinergie potenttelle assocife au lessort i'ecrst ; 

£ p = jkxHt) - ff |fexje 

ou, encore, avec k - rt-toj,', : E p * - miio,., X ~ n e ' ■ cos*to 0 E. 

LVtaergie mtkanique lutate du syst^me E fll ™ E t . +■ E |( vaul done 

(fin 


A cette approximation, nous avons : E [SI ( 1} = (Ok 1 


era notsnt t = — ■ temps earact^ristique de dikroi&sance de lenergie emmagasiftte 
*°a 

dans It syst&me. Pius le fucteur de quality Q ess grand, plus ce temps t poss&de utw 
valeur £kv£e (4 fix6) et corrtfativement moms les pertes dknergic, * rapporttas » i 
un intervalle de temps T &1 son! imped antes, 


Ainsi on a l 


£.{()- EJrtT Q ) -£i. 2* 
EJr) ' Q 


sod encore ; 


Q « 2K 


Ej.O-E^f+Tj 
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E*erck;e ws 


Q = 2k 


Mergi? ernmagasin£e A I'instant f 
inergif perdue pendant T fl au voiainage de {‘instant t 


Cctic definition cst asset ginirsle. Bite pcut justificr Ic nosti de facteur de quality (ou 
de m&iie) cjonn£ a Q. ELLe est suffi&mutient large poor sappliquer a des sy$tibne$ 
variant de I’oscilJjleur harmouique ^tudie lei it la eavitf Laser... 

3. Liquation difffcrentieUe du meaivemertt s.’ifent maintenant : 

rOii j j jP'ii t 

x + q-jc + WqX - — cosWf = X 0 0> D CM(i)f (4) 

Le regime forci correspond id au regime sinusoidal etabli de ia, forme : 

jr(f} = Acos(tof + (ji). 

On pone alors *( f) - Rc[*(f)] et sp{ f ) = Xc^' oil X = Ac^. 

Ainsi x(l) = - cuAsinfcot + ip) = Re[)cujr) 

x(t) - -toMtcsfcof+ty) = Re[-tfl J jl. 

Liquation (4) $e resout sous la forme : 

Re [- ob.y + j m ^'y + u£ yj - X fl o>£ Re| e' JJ J I , 
x eat alors solution de I'^quation : x^( - Cfl^) + j CG^j » X^ci 1 "' 


soil encore ; X = 


( l - l ^ + jg 


en notant q - — 


On nbt i en t done d’aprfcs ce qoi pr6ide (X = Ac if 1 : 




tan ® = -- — - — avee sirt ® < 0 
' Q ] - 1* T 

soil — k rp < 0. 


* Etude rapidedu terme d‘amplitude A(T|) : 

h x « F « 

- Pour F| I , on a A - X 0 - — - cl pour r| » I , A " — - » — — - 

k r ij- mm 1 

Ainsi en tres bow frequence (ii>« w^be'est I'^lascidti (ici Jc ressort) qui limits Is 
repo rise du sjfiteme, alors qu’en trfrs haute frequence ( 6J » &%), c"«st Tinertie (id la 
masse m). 

- JJ autre part. A(t|) admel un maximum si Pega!ie£ suivantc est realise (simulation 
de La derive* par rapport 4^ de I'expression sous la ratine) : 

-2(i -n 2 ) + i - o^n 2 = i — — - 

' q* 2 q* 

ce qui exige Q> ^ f condition bien £videmrnent remplie pour Q » I ). 

Jl 
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important eette valeur de rj dans A, i! vLent ; 


A 


mjk “ 



X C1 Q 



On a bien A mjj( > X a , et pour Q » 1: A mM - QX fl . 

It y a risortantc (id d'amplitudc) pour la pulsation GO * to - 0 ( Q » 1 ), 

A ccttc pulsation, ta rfponw du systimc priscntc une amplitude a peu pres Q fob plus 
grande (pour Q » 1 ) qot oclte qu* I'on obtiendrait en tres basse frequence,. 

* Pour caractirber l acuite de la resonance, on difinit la bande bassante A to a -3dB 

scion ; 

tfiu A 

Atfl = 0)|, - tO B ou — et — sont solutions del 1 Aquation A{t|) = — 1 p-- 

Jl 


■* 


POINT COURS 

Attqj - ^^MiogAttqj.joioeA™,- i^Ji, 

■Ji 

soil [A(iq)! J& = |A ffl ^] 4 w - 3 dB n 0 log 2 -Jl- 


Les d«UR deT| cherchies vAifient done | Q > ; 


i *Iq 2 


u-w + ai 


T- 


4Q< 


scat encore 


1 Q J qA 4 Q j , 


m 


or pour Q » I , les valeurs de f| satbfaisant (5) devieunent iris proehes de I . 
Bosons r\ - 1 +£(Q) avec |e| « S, deslors: 

(I = [ 1 — T| > J ( 1 +■ ri) J =f t 1 - 4 


et lcAtn = l el Q » 1 ) d h od 

soil : 4 et 


Finalement : 


fu,, 

A to * — et Q 


% 

A<m 


D'oii la «urbe donnant en fond ion dc ti = — 

X g toy. 


Chapitre 6 - Mecanique 1 [245 


ferial 


■ EOS SULIUOX} 




Extract s-o* 


A 



4. On a montri que le systime propo^ pouvait 4tw CiiractM par un temps de 
ttponse en rtgime transitoire de Fordre de t - — et par une band* pasiaale ei» 

CtlUj 

regime iLrtui^idal force Igafe £ Au = (Q » 1 pour ta rtponse en amplitude). 
On a done : 


x • Ac* - J 


Fins le temps de rtfponse esl £lev£, plus la bande passante est eijoiie et plus la selectivity 
du system* est Imporlarte. .. 


On obtient un system* analogue en elect tidte awe un circuit s£rie ItLC : 
R O froitcmcnts * : dissipation d’eneific) L(« jncrtic *) cl C (*• elasticity •*). L’ftudt cn 
.v(ij correspond rail & ccllc dc 3a tension it e ( t) tax borne de La capacity, Les « forces * 
F<0 seraient fourniu par un g^n^ratem - .,, 


Vibrographe 

Un vibrographe est copstitue d’line masse m suspen- 
due a un ressort de raideur k et de longueur a vide f 0 . 
L'extremite D F de cet osdULateur est solidaire dun bati 
sutoissant par rapport h un r£f£rentiel gatiteen un 
mouvement vortical reprise nil par ta function y(f). 
La masse m subit de plus une force de frottement 
fluids ) = -kxu, | jt £n L'absency de «iou- 

vement du bits (y - 0) r la positron dtequilibre de M 
est rep^ree par x = jc 0 . 
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On suppose que Le- biti subit dans . )\ 0 dies oscillations sinusoids Les de pulsation to : 

y(f) s v^wswt 


1* Oeterminer P en regime Itahli I'amplitude X m des osdlMions de La masse m par 
rapport au bati a insi pue Le depha sage cp de ces merries oscillations par rapport a cel- 
Les du biti . 


On 


(k oj A 

peseta tuu - - ; Tj = — et 0 ■ — =■ 

- <L> fl A 


CO 


Tracer ies courbes donna rat r— et sp en function de La variable feduite — Conunenter. 


2. Comment dioisir La valeur de Q pout que X ro se confende avec Y fflP 12% pris, sut un 
domaine Conti ny en frequence aussi grand que possible, La vileur de % Itant fixie ? 
On donrie : 


2x J 


= 1,02 pour* = 0,789; 


m x) 



=* f(OJ 89 ; 1,44} ~ 0,98. 




1. Platons- nous dans le feferentiei W lie an biti el posons X * x - x ft ce qui elimine 
Ies forces definissant requ.il ibre en Tabsence de mouvement du biti. Par rapport a cet 
£lat, la masse M est soum ise aux forces suppl ementaires : 

*/i = -JlrXir^ faLlongement supptementajre X par rapport £ la situation de 
referencel. 


■t ' ^ 

* f 2 = -XXw* £ la force de (mtttinfnt tie depend que de la vitesse de la m«w par rap- 
port ait biti). 


* L — -m{-yu jJ { force d’mertie d’entralnement resultant du mouvement de trans- 
lation du bill par rapport an referent id. galUecn). 

D’oCt en appliquanl, dans 91, la loi fondamentale de la dynamique. 
r«X - - fcX - XX + my, soit encore : 


X + - X + co,' X 
hi M 


Mu 


y ~ > X + -^X + tn* X 



W<«>L ] 

a y 


Pour nn moLvemoit $inu$aidat du bati y = Y w ,cosoor h le mouvtment relatif dt la 
masse M est solu tion de T Aquation : 


X + -^X + 0>,jX - -to 2 Y m c0slM (1) 
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Ejeercice- sew 


C()fi 

Au-ddi dune tluree de quelques % oil t - — (cf. Ex tv 503),. la rlponse do systemc cn 

X{ 0 devienl iirtiiSfli'LdaJt { Li syst^mt aiteihi inn f£gimc permanent regime 

force el oubiie ses conditions initiates ). Les oscillations sont d£phasdes par rapport amt 

usciJ]at ions <iu hiti (if. tcrmcs tie bticment). On ii done, dans ces conditions. : 

X(f} = X rtl «sf®r + qO. 

F&ssons en notat ion complete : X |T| = Re [ ( X m e ^ ) e i w f ]j - Re(^e |,l] J ). 

D4s lors, il vicnr : x [( <4 - « 2 > + J = -( oa) 2 Y n , , 


D Vm : 


St = K** = 


<jT 

6l fl 


l u’J 


Y_ r 


Soil tine amp] iindc X n „ telle <|ue (awe t] = — ) : 



cl tan i? = I -J-) ^ «vw sinf > soil G ** <]p ^ H, 

\ Q ' l - T\* 


■ Tra^onsJes courbes Tj **> —2 = F(ij) el t| —+ tp(q}. 

*191 

* comporlemerts asymptatiques : 

- Em tres haute frequence, tes termes inertiels soot les plus important* de sorte que 
wiX •* -fflffl J Y w uos(i)'i, dflii X ^Y^coswf, soil: 

m»m li ^X ni -Y nt etip-0. 

- En Irts hflssc frequence, le terme elasliquc est preponderant dans le mernbre de gau- 
che tie Inequation ( I). On a done : 

$ _ [J|2 

ifl^X s*-to J Y ni costor cToii Xl- — jY m costa* 

to* 

to 2 

sail ifl « <i> 0 =i Y ni cl tp — > JC- 

«0 

■Pour Ti * I* soil 09 - C 0 t1> i] vient $ - j (|tanff -> +* ct q>€ (0, R)) et 

|= * f(D - Q. 
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sas- ®piexg 


2. On desire que ramplilude X m des oscillations de la masse M s’idcntilic -k 2% 
pres -a celle Y m des oscillations du bdti. On cherche done a obtenir 
( 1 - 0,02 )V m ^ X n , ** V m ( l ,02) sur unc barde continue de frequence sussi large que 
possible. 


Sait am < rr < t . 02 . 

* Iff 

On obtiendra ce r^sukat en chaisissant Ea 

vjlcur dc Q sup^rieurc 4 — ' tellt que Ic Ttlaxt- 

^ I soil juste egal k 1.02, ce que 


mum 




moniT - cni ; |« courbcs prfcscnttfcs ci- centre. 
Ora a done ; 




= 1,02 = 


2 Q 2 


Ora a done (cf. ^notice) : Q ” 0,789. 


La plage de pulsat ions sur laquelle on pourra confondnc X n1 el Y m (a 2 % pres) sVitend 
thcuriquemcni dune valcur mini mate k I'inlini. avee ^ solution dc: 



ttquidonnc(r/ r 6nanrt): r| - l,H soil; v*' m — l,44<o 0 - 
Une vale ur supgfieurede Q {cf. graphe precedent avec Q * 0.S5 ) donneriit une plage 
en frequence plu&elroiteet un phenomena de resonance plusatgu cequi pourratl avoir 
pour effet m d'amplifier * des frequences non desirees... 


Pendule « amorti » 


Un pendule simple (masse po-nsct-yetle m au boyt 
d'une tige sins masse de longueur /} pent toumer 
iibrement autour de i'axe horizontal Gz„ IL pre= 
sente un mguvement cTosdlUtions dans le plan 
vertical 0 xy. 
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l, Dewier liquation du mouvement #n 0(1 1. On peters m= On se Li mite, par 

la suite, i VGtude des pttits monuments par rapport 4 La position <f4q«fiilrt 
stable 0 = 0. 

WfinirL£nengie mecanique I dm systems {on prendrs £ = 0 poor O = 0 et 0 = 0). 

2* On desire tenir cempte des plfiinom^nies dissipatiffs. A cet effet, on suppose que 
La masse m est soumise i une force de « frottemerct ftuide » dont Le moment en 0 est 
donnl 1 par [expression : 

- F u ir mc T - - m t ? 7 ^ (y constant© fixfe). 

a* Exprimer Le taox de variation ^ de L'^nergie mecanique E du systime. 

b, Dans le cas des amortisstments Whies, on post en premiere approximation : 

D(i) ■ ri{fjcos<Qjf +■ cp) 

ou a{ 0 est one fonctiom tres lenbement variable I I'edieLle de la * pseudo-periode s* 
T-tS. 

(l) 

On ttefinit La « valeur moyenne » sur unt durie T d r une fonctton /(f) selon : 

f r *fl + T 

</(0 > = y| /{f)dr. 

Conner La valeur smoyenne - sur une pseudo- period© T - de la reLation ItabLie au 2. a. 
En deduire qy'3 L'appruximatior censkt&ree, on a : a(f) # D # expt~yt) 

on prendra 0(0> = et &(Q) = 0, 

Justifier les approximations ertvisagees et dormer I'expression de l^nergie mfrcanique 

m. 

c. On definit un espace de phases (0 X , 0'} en termes de variables reduites ; 

f = (Mr B'(t') c et B'(t') = 

$e presenter les difflnentes trajectories possibles selon les valeur* du param&tre y 
tout tn restart dans le cadre des petite mouvemenU, 

J-, Pour dicrire un osdLLateur entretenu, on modifie Le modele en supposant maintenant 
quo Le paramPtre yest une fbnction de 0. On £crira : 

im = y 0 [1- J3 Z 0 Z I- 
L'^quation du mouvement devient i 

0 + y{0)0 + ro ; 0 = 0, 

On definit les variables reduites t* = mt t y( f ) = Q{t)> 

*ur 1 

On pose £ - — et 0, * =- 

to 1 p 

On appellee Inergit » la quantile V ^ \ (y 2 +y a j ©uy represente la d#ri#e 

2 Of 


trial 
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Exercke ses * 


a. Exprimer la quantity en fonetton de e, p, y et y, Commented le r&ultat 

obtenu pour e < 0„ imegalite que Ton suppose ra verifies par Is suite. 

b. L'«xp#ri#rtce montre que k systlmt tend, daps I'espace des phases, vers une tra- 
jectoire fermee appetee cycle limitt Com menti- 
on st place, pour cette question, dans It cas ou It parametre |e| tst suffisamment 
petit, H est alors possible d'adopter pour le cycle la solution approchie 
y(t') - acos(t J + <p). 

En deduirc, dans ees conditions, Cexpression de a en fcmction de 0 L , et dessiner 

failure des trajerttiies efe phase dam fespace u(f') - ^ avee -^(O) = 0. 

L dr dr 

c. Que se passe-HL pour jef ne verifknt pas la condition du b. 1 


■ Solution 


L Appliquons I? thcorcme du moment cin^tique au point fixe O 
du rcfcrcnticl galiken d’dtudc, le roouvcment de la masse m 
s’effecruant dans le plan vertical Gary (sa trajectoire t'inscrit sur 
le tcrclc de centre O et dc rayon I). 

On a = M ( O ) = OM a T + QM a mg - -nig 'sin &u* , 

Or a (O) = ^ »j/ 2 0 = -w^fsInB, 



Et 


0 + ffl 3 sinfl s 0 


0) 


On a pose (a) = pulsation prop re de rosrilliteur. 

Dans te cas de perils mouvemenis, on pent lirkariscr fruition (1) en confondant 
hi o0 avee Nous obtfnnm : 


0 + mj30= 0 


(2) 


1 Anergic m^caniqucdu systtmc * ddfinit id par la Somme de Viner^ic cindique Eu de 
la masse rn E t = ^ rn v- =± | ml'fl | ct de son energie potentklle de pesanteur E^. 


Or E p = - rngx + constant = ~r»jico*0 + constant?. 

Soil avec E..{9 = O S = 0 (origi nedeTfriergic potentklle an point le plus basde la Ira- 
jeetoirc de la particukO : 

E p - mt?l( 1 — cos 0). 


D'oii uoe energk m&anique E = jmre* + - cuO), Loraque 0 rate suffi- 

samment foible (petits rnouvements), on pent substituer & 1 - «h 9, cequi donne : 


E = + 


E » ml 


W*i 


0*0* 


(3} 
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Remarquons qu’en dMvant (3), nous obtentms 1 equation (2). 

2, a, Appliquons id lc ihfor&me de U puissance eirktiquc h I'&ieigie mdeanique aywii 
etc deKnie a b question pndc£denre r 11 vicnt - 

^ *» 9 r • = -ml l yd\ 


On a done 


^ = -,hjJ'y 0 " 

dr 


( 4 J 


2. b, On suppose mairnenant que I evolution du system* est, & chaque instant* trfes 
proche du regime d'osdUntions unusotdalefde roseillateur non amorti. CeJa implique 
Wen Ividemmeni qwe te coefficient y r«lc suffisammcpit faible, D& lors, on envisage 
une solution approebee r 

0 1. 1) -a(f)cos(<flr+ip) (signal quasi-slnusoicial). 

A «Hc approximation, 09 rests la pulsation de foscEUatcur non amorti et «(l> doit 
varier avec une dchelte de temps t tnfes grande dewmt T ■ — ■ On ainfiderem done 
i}Mf K( f) est « Consfflnf » ntr « une pseudo- ptriodc » r 
Interims alors liquation M) sur un interval!* de temps it = T r 

r(s-c^ (5) 

A r&hdle deT, les variations de 0 sunt cssenttellement impost par le term* sinu- 
scUdlal cos{tur + qp Ji de telle sorte que : 

0(f) # -a(r)fiism(o>f + tp) avec ot(r) * esre = a(f 0 ) 


el 


- 0 L { /)d f # a *( f e )cd"' j - sin 3 ( tut + tp )d r > 

rJ q [ IJf » 


I’accolade correspond k la vaieur moyenne de sin 2 (eoi + q})> elle ne depend pas de f Qh 

1 '1 I f- r i! * ^ . | , 

elellevaut On a done: -ml y- tr{i)dr = “mi yti J (i 0 )w 2 
i t 2 

quant a la premiere integrate elle s 1 ex prime sous la forme ; 

7 1, dr 

Or Eft) = 2 ( 0 _ + G J w J ), ct tt la memc approximation ; 

E(f)ir ^rt*i i [n ! iu?sirt 3 (tur+ <p) + h 3 cd 3 cos 3 (tof + ip}] = y?jrra J os 3 n 


Fn * 1 dE^ f _ E(i 0 + T?-£(t n ) 


Dou 


I ; Je + T dE .1 .2 TDt’lf.,- ]^ "I 

tJ,, 37 d * * 2 m ‘ "1 T ‘ J 


La function a{ f) variant trb peu sur l'intervalle Af = T on peut eon fondue la quail' 
tite entre crochets a wee la demtee par rapport au temps % de la grandeur i dh 

lors liquation ( 3 ) devieni : 
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Exefdce sos 


Soit aprea simplifications; =* — ^ = -ydf„, 

Ql|j (1 

Une simple integration donne ; « a i (0)£xp[- yr 0 ], 

Avec lu conditions iniliilei 8(0) = 6„ et 0(0) = 0 nousivoiLs: 
a(0)cosfp - 0 O ei a(G)a>5in<p - 5) 
ce qua permet de prendre ij>s 0«t a(0) = 0 O . 


Firuileinent 


«’(.%) = 0“exp(- 


* V*p(" 


awe T — -» 

y 




Soil 0{f) # 0 rj .e 2 cos (Of. 

Ainsi Ses approximations cnviwg^s scronl dVutani pi u$ ucccptabb que Iona T T, 

Y 

AOat encore ~ « 3 ., 
to 

Entrn E ( r) I j ml ' ( fl ' + <ij J 0 - ) # ynl 1 a 2 { f ) co 2 . 


Soil 


E(r) ■# E(0}rap(-7f) 


avee E(0) = -ml 


2. t. D h apr£s les resuliats precedents, nous iivons : 

E(r) = E(0)e •* => 0 J + <B 1 0 J = fl^eje •* (ft) 
Considerons abrs les variables redo i to f \ 0' denies par : 


D'ou 

L’equation. 16) devienl 


f ' = mt f ) = ^ et 0* - 

“n 

8-^.8«'.^ = e om 8'. 

df 9 dt dlf 5 


d&' 

dr' 


-I, 


ej&> 2 (0' v + n^eje'^ o> 2 eJc "" . 

Sait 0' 2 + fl ' 2 — esp|"— ^f'J* 

Urns fespjee ties phases (en tome de variables rMuiles), 
le point figuratif suit une trajectoire qui, prend la forme : 


- t^un cerde (fig. I } forsqije y = 0 : OM -JO'* * 0' z = 1 

- d’une spiral* (Jig, 2) abouti&sant an point O pour 

y > 0 (cas dcl amortissemerit l ; OM = -Lf 1 j ; 

- d’uitt spiral* (fig. 33 s’skartant du point O si Ton envisageait des valeursdey nati- 
ves (« amortissement * — * ampliticationdii mouvement). 



to 
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Remirques 

11 Poor y > 0, toutes les trajectoires, dans respace de phase, ftnts&ent par aboutir au 
point (Oh, 0) qui: const itue un attncteur 

* U Equation du mouvement sicrit 0 + y0 + Oc^G = 0 . On a done 0(O f J = -05-0(0') 
pour 6(0*) ■ Oil d'oii 0 r { D + ) * — 0 r ( 0 * ) . lien r&iiite que fl J devient ttdgatifdana un 
voisinagede t = 0 + , ,, 

3 . a. « Lfcnergie » esl dtfmie par I’expression £' = ^'"^1 + 

Sa dfrivgc devient : y-; = 4^ 1 1"— + y\ ■ 

d t dt‘ Ldr 2 J 

Or d’apnfc la definition dw variables r£duit», nous a*ons : 

d y de d; ld0 . . d 2 v I d-8 

At' dt d t 1 adt' At'* ® 2 4t 2 

rv - dF. r dr f 1 d-0 

D ou — = -tb ■ — i-r? + « l 

dr dr Lo5 i di J J 

Scat avee liquation du mouvement 0 + CO 2 0 - -71' 9)0 

DWl (7) 

Cormmntmrm 


Cette Equation peut it rtoite miu la tome: 

3? - , Ep ! .rr 3 «* v - ^p- 
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Exerdce m 


Ptjiur un | < ((,, |c second term* correspond 4 flllf <li»ip*<iofl d’ilWFgk ibrs 

quc 3c premier of iisorii a un appert continual d’^nogic pennettanr d’sssuFcr renrretkn 
de I’Lwcillateu r. 


[>e plus* k rapport I! = (J-y 1 (Upend, de « I'amplitude » y( t* ) ; ainsi., b mouwemeiu* d* 
foible amplitude seront om.kw rises pirdes oblations croissantes 4lo» que ceux de grande 
amplitude verront Lrore usdllation* d&ittitre. J 


3. b_ [.‘existent cj'uu cycle limite a’interprite cn confident qnc Its irrron (1} d (IF)., 
d'apjHw'l d de tiifts-i paiign d^rtepgie ft < 0 ), doivtnl setompenstr en moyenne, Cc qui 
$e t rad nil cn d&ignant par k symbule < > Its valours moytmies calculi sur le cydc 
atlnuLteuf : 


< ilL > = - e [ < y J > - < JJ z y 1 v 1 > J . 

dt' 

Or sur un cycle, ]e premier terme est nul puisque : 


r^'dt' g t 

I -jf dr = E'(t') - E'(0) = 0 ( aprbi tin cycle, k syiiime rtpw pa* lc flat 
df 

et posside done la energie). 

Dei 3 ors h le bilan d^nergie impfique I'egahfe : 


Pour I e| = 


<y l > = <p J y 2 j 1 > (3) 

uffisamment petit, on pose- y( t ) # acosiV +- lj>). Reparians cette 


expression dans (tt) : 


</ J > - -^f a-sin 2 (f' 

t 1 q 


Soit <y 2 > - a 2 < + 9) >, ^ = j« 2 , 

De memo < fl 1 y 1 y 1 > = f^cr 1 < cos 2 ( f ' + f ) sin 1 ( t' + f ) > 

= — p-^cc^c sj±i 1 < 2 r' +tp) > - ^p 2 0(F 


L'^[|iidliun cnci^tiquc {2) so t raduit aiars par : 

|a J = l^a' 1 ^ K ^ « «-ie L , 

So it i J ‘approximation eonsidfrie ; 

y(t') * 20,ons(t' + <p) et 0(r) # 2A,cus((ik + 9}- 
La trajeeloire Limite, dans respace des phases associ* aux variables rftiuiies y(t r ) et 
f ' )„ est done un eercle de rayon 28 , . Le systenw pr^sintc dans ce cis un sttnp 
leur cyclique. 

On a irncl ci-dessous d ilTerentei trajeetoires re&peetanl lea hypotheses rttenuej- dan$ 
cet exerci« (notamment | ef suffi&aminent petit) avec 8(0) - 8 0 et 8(0) = 0, 


On a porte sur te& axes les variables u 
alors un rayon unite. 


L 

10, 



1 d>' 
28 .dt' 1 


le cerele limite ayant 


Copyrighted material 


^artie 2 - Physique WPS! 




3, c*La mijeeloire du sy&t£m.e t dans 1'espace des phases* va toujours icndit vers un 
cycle limits itt&peft4ati t 4& conditions initiates. Mats ce cyde ne sera plus circulaife 
danslkspace (#, d). 


On donne d-apres les portraits dc phase tu coordonn^es. (tt, u ) oti u( f' 


«(0 = 


du 

d r : 


m 

29] 


et 




£ = -1 U(Q) = 0 r l 

d(0) = 0,1 


t = -0,5 ufO) = 0,9 

u<0) = \,i 


On donne egalement les courses corrcspondanttt de y{t') montrant dairement 
1'influence des termes nor linddires dans liquation de irwuvement (/(t') n’est pas 
sinusoidal). 


Chapitre 5 - Mccanique 2 



Exercice so*, 





B , Forces centrales et system es 
de deux points materiels 


Demi-ellipse dite de transfert 

Un satellite de masse m tourne autour de la Terre sur yne orbite cirtuLarre (orbite 
« basse a, rayon r 1# vitesse du satellite Vi), on veut te transferer sur one autre orbite 
drcula>Te (orbite « haute rayon r 2 , vitesse ¥ 2 jc Pour cela, on lui fait dicrire urie 

demi-ellipse (dite « orbite de transfert ») tfont m des foyers est le centre de la Terre, 
et qui se- ratcortte tsngentiellemertt aux deux orbites drtuiaires pn£t£dentes. On 
alLume done Les pmpufseurs du satellite pendant une duree breve au debut et k la fin 
de cette demi -ellipse, te qui correspond i coram unique! i ebaque fois au satellite un 
supplement de vitesse (sans chanejement de sa direction) de fa^on quasHnstantanee, 

Calcuter ces supplements de vitesse, 

On donne : r t = 6,70 ’ 10 3 km ; r ? - 42;0 ■ IQ 3 km; 
rayon terrestre R = 6,40 ■ IQ 3 km ; 
pesanteur au niveau du sol : 5 s 9,8 r» s T 

11, Ce cpl ? i3 fsvttt 

• Forces ttnlrdcs. 

* Gravitation. 

?Bl, de sfu’ij f&ut tfomprghdrg 

Le calcul des vitesws V, et V, ne presente pas de dlfFacultes, le produ.it *§M de la force 
de gravital ton f c - - ’ — ; — u flant deterni i n£ it pa rtir du poids d ' un corps au vuisi - 
iwge du so] {en n^ligeant I'effel de la rotation de la Terre sur la vateur deg). 

On ulili$era les lots de conservation de l^nergje et du moment dnftique pour calculer 
les vitesse* nfottsaires au debut el a la fm de I 1 orbite de transfers. 


I - }* SolulioJi 


Appliquom au satellite en orbite eircuJaire le theorense du centre d'inerrie : 


nr A - / c + 


L'iccelcration est pu cement normals soil : 


mV 1 



^Mrri 

H 




'TM 


r 
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Point cours 

Dfterm inoiu ie produh en terivint que le paid* d ' mt corps - an vwinsp du 

sol - est es&entiellerneiit d j j la force de gravitation : 

ViM m 
m* *— 

K 

d'oii 'SM = g ■ Ri, 


Et en reportant V, = R T V, a R T J^ 

J du numerlquemenl : 

V, = 7,74 km s 1 V, = 3,09 km • s 1 , 

Molcurs elcints, I’cllipse dc transfer? est dccrite so its le i 

wwl cffct dc ta force dc gravitation tenestnc, 

La vltesse au depart de la demi-ellipse fau pfrigfe) vaut u { f /">* ' 

fw, > V t ), et die vaut w, (iij < V>) 4 Lautre extremite / ( J Tj \ 

de I’orbite de transfert qui correspond a Lapogee : en eftet / i \ 

le perigee el I’apogee sont let wills points d’une trajectoire 

dliptique oil la vitesse est orthogonal? au rayon vccteur. V / 

Lenergic mecanique se conserve sur cette trajectoire : \ jq V, J 


** l j f fiMw 

" ns - -nirq — 


1 | VtMm 

!" 1U? rj 


Soil en rertipla^drt t L AM par gR] : 


M i W = u 2 . 

1 r. ~ i p\ 


La conservation dn moment ci antique donne : 

Cl = r,ti i = r 2 Wj (2) 

De fl} ei (2) on tire : u\ 1 - = 2gR.; £I_I] 


wj ■ ^ -(f, +r 2 } = 2gRT (r, * Tj), 

r i 


Soil = Ri 


j Zgri 

1 - r | O] + r ; > 


el symetriquement u, = K r f- — 

? 1 A j r d/t + r i ! 

Nwm^riquement w L = 10,16 km • s’ 1 w 2 22 1,62 km -I" 1 , 
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On en deduit les supplements de vttesse cherchds : 

AY, = r/ : - V, = 2,42 km ■ r s 

AV ; - V , - ii : - 1 ,47 km • s '* . 


Com nmiiaire 


Lcs doix miscs en marchr des propuJ soars correspondent eftectsvemeftt 1 ties wgmenta- 
licmsde vilntf (U| > V, et V 2 > er. ), 

C'it nil pr£vi$ible, ear f ellipse de iransfert est exterierut A lit piemifrre orbite areulaire - <e 
qur correspond A nw Anergic micaniquc plu$ llcv^e - ibrn que c'est it sjixution inverse 
pour la dcimfcme nrbitr drculairc. 


© Ecart a la satellisation sur orbite circulaire 

1* Urn satellite decrit une ortrite circulaire d.e rayon r 0 autour du centre 0 de La Terre, 
Celk-d -a une masse M, et la constante tie gravitation est motile ( §, 

Catty ler la vstesse V 5 du satellite ainsi que son tnergie mlcaniqui, 

2, On suppose mainiemantqy'un satellite a ltd land en un point 1^(01% = r 0 ) a vet 

■+ — ► ■+ » 

une vitesse ¥ de module ¥ 0 [calculi au 1*) et telle que (0M B# V) = - - a* 

Diterminer tes ceraetlristiques de lorbite dicrite par ce satellite. 

On rappelle que pour one trajectoire elliptique d'lquation em coo rdon rules polities 

r = —E— : 

1 +ecos[0-O ei ]i 

t ? cr D — ► 

* te para metre p est difi mi selon p = — [C = — , u.$m moment cineti queen 0), 

* p t I'eacertricrte e, et le demi-grand axe a sent tils par la relation o = —?— ■ 

1 ■— e £ 


. 11 , Ce f a\2 t javoir 

T Forces centrales* 

* Gravitation, 


ill* de f a/ttt do mpreh^re 

I* Si le tnouvement est circulaire, I! est uniforme. L/accIllratfon est normale. 
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2. A finstant r =■ 0, k satellite est lanc£a la mime distance que prcced crime nt et le 
module de sa vilesu est le mime,, done I’energie tnecaniquc garde la mtoe valeur : die 
est negative, et la trajectoire est etlipiique dans le p-lan d£fini par OM ft et V Q . Le 
moment cindiqufi est modilk, ce qui donnc la noovellc valeur du paramitre p. 

Solution 

D'apr&s, le theoreme du centre (finer tie du satellite de masse in 

* ? m+ 

m A » U — - u 

n r 2 
MJ 

4 ■* 

or A = J4 


JP . V; <SMwr 
a ou ~m — = — 

t* A 




et 


Vn = 


{I) 



, P r . ■ - p ^MfPt . I ,,2 

Lenergtc mccamquc s- ecnl R |lfl = +-rnV i;j< 


Soil encore E m = 


l^Mdl _ 1 vi _ r 
" ^2 " " £ ' 


( '.nmrm’n tain 


(in trouve hieit ivjcfemmtiit sine inetgie negative caractiristique d’un dal W (k satellite est 
sur orb:,tc> 11 me pent partir a I’infini). J 

2* l e satellite a tou jours la iit^mc fnctgie ntdanique ((rimes valcurs de r, et V 0 ), 
Cette incrgic est negative. On a done totijours un dal Hi Mais V 0 nest plus perpen- 
dieulaire £ OM„, la tTajectoirc est done one ellipse. 

La force de gravitation est une force centrale. 11 y a conservation du moment cinftique 

-j d5t -* + 

o„ d’apks le thiorime du moment rindtique ; -j- w Ai*. u m 0, 


C * est une constants dite constants des iSks. 


[cl <3 a = mr^y^coiO. : 

C - r^VjjCosa, 

_ C J „ f r jV^cos% r^V-cos J a 

° tp = im' dma? " 


<SM 


rl 

'ft T ft 


r*V; 


p - r a cos*n 
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* Dttermijions mainteiumt le demi- grand axe a de I’ellipse. 

tti 

Pour un satellite d&rivant une orbtle ellaptique, - 

En identifiajit avec ] expression de l^nergie m&iuique obtenue aul.el toujoarsvakbli : 

E % M m _ ^Mff.1 
2 r fl la 

Et en reprepant r&pation dc Idlipse, on obtient ; 
pour k jkrig£e r P = — — pour Fapogge r A = -^ 5 — 

soir r p +r A - 2(7 = (tJtpresaor fournie par Tftionc^K 


« - ?v 


_ p _ 

ft 

L'excentricLl^^rtLpojitiw, c ■ |$ino|- 


Soit L-c 2 = - co& 2 £L 

ft 


CommenUtire 


On rftiuuncbicn dans k fas do cercke = 0 pou r Ct - 0. 
ftmr silver les »«* de ^ellipse pair mpporl I la 
direction QM B du point de lancemcnl, on peut 
rrmirquer qne les sc-uls points de & la dis- 

lta<e« d’uti foyer soul Leaextr^mik-s du petit axe : 

|ti J =■ & i + c 2 ). 

Etqu'en «s points, la tangentei Mlipseesr paiab 
kk au grand axe : la direction du grand axe «$t 

— J 

done la paiallfck cn O ,i V,-, h cequi per met decoos- 
Sruixe les axes de FcHipse die relink 4 par|i.r de 

Oil., e< v t : 


OX ff v ;i 
MjH 1 OX 
HP = HA a r„ 
l 1 : ptrigfc 
A ; apogee 
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m Comete quasi-parabolique de 1843 


La Terre ct&crit auteur du Soldi - de centre S - uni orbits pratiquiment circulaire de 
rayon cr 0 - 1,5 ■ 10* km, a la vitesse V T = 30 km - s _1 , 

En 1843, une comete ft) «t passee extreme ment pres du Soldi : distance au plri- 
hetie SP * d = 0,1 ■ 

1, fn considcrant que L'orfsite de (4) est paftbdique, ealculer la vitesse maxi male 

de la comets. 

2, Ok mesures precises ont m&ntni ps Lcntite de f4) Halt en fait uns dlipM 

d'excertricite e - 1 *x, avec x - 9,4 - 10 -5 {on cortsidfrrera done que x « 1 ). 

a* JuKfu'i quelle distance D La com£te va-t-eLLe slloignet du Soleil 1 I valuer sa 
vitesse 3 cette distance. 


b* In quelle snnee neviendra-t-elle ? 


Rappel : pour une trajectoire elliptique, on a a 


P 

I - d 


(p h p-ara metre de L'ellipse) 


e = excentricite ; o a denti-framd axe). 

c Eslimer L'incertitude relative com mi w sur la valeur de V^, en adoptant L'hypo- 
these du 1* CortcLure, 


II, de ^u.*i] faut gavojr 

+ Mouvcmcnt circuUirc, 

■ finergie mfomique et force eentrale newtonierne. 
* Troisieme loi de Kepler, 


Ml. (2e ftvut goj npye hift 1 e 

1. La consume K intervenanl dans Texpreuion de r&iergie poientiellede gravitation 
E p s - ^ sera calculec & pa dir ties d ounces conccrnanl 1‘orbite tencstre. 


2. La eonnalasance de remlridtf t et de La distance au peri belie d 


JL. 

i + 1 


permet 


dc wlculer He parametre p de l'ellipse, puis h distance a I’spMlit D : le$ wndiralique 
de 1 'ellipse toni atari complttemenl Ldmiuei... La date de son re lour pourra se 
deduire ^implement de 9a 3 e loi de Kepler, en comparant la penode T de la comete a la 
ptfriode T,,, de La Terre... 


#■}. Sojulioji 


1. La comete e$i euenliellement aoumise a la force attractive due a son interaction gra 
vitatlonneLLe avec Le Soldi : 

F = ‘-■“it (r= SM,etK = ‘SM s ), 
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La trajectoire tfant parabolique, lknergie m&anique 
de la coiMite eat nolle, soil : 

E.-0-E t + E r -jmVJ-^. 

On a done : V J w — ■ 
r 

El haviic$se«st maxirnak pour rmininuil, cVst-i-dire 
lorsqye la comtte passe ay point P de &a trajeetoirt 
(r=SP«d). 

Finakment on a r V mM s ( | ) 



Pont cakukr k coefficient K. il soffit dkxptimer qn( b Terre ck masse M T d&rit, 
auWur do Soldi, one orbit? pratiqoemcnt dfadairc dc rayon dp I k vitrsse V T ( mau- 
ve-men t dr cub ire uni forme}. On $ done : 



celle k 1'aphdie (point A : 0 = h) : r* = ■ £=- ■ 


+ f 


La distance L> cherchtfe correspond done an point A : 1) 
Lc parametK p se dtduil de $P = d = 

On a done : D - ti 

1 - c 

or e - 1 - x, avec x « I 


2d 
D fa — 
x 


P 

] - e 


Application rntmirique r 

D ^ 1 30d q 


D # 19.5 - 10 ? km. 
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Euercice 


2. h, Pour cakuler la vitesse do la cotnite i cette distance, remarquonsque perihllie et 
aphelic soot les deux points do La trajcctoirc oii la Wiwsc est o-rthogpnale au rayon wo 
tour, [.a conservation do moment cinitique donne, cn exprimant on ocs deux points la 
instant e C de la loi des a ires : 


C * Vp d = V J( D 



lit t rajeooirt? elliptique ayant uneexcentridt6 proebede 1, il csr possible de subsrituer 
a la vraie valeur de V celie calcul^e au 1. dans, Je css tie la irajeetoire paraholique- 
Awe celte approximation, on obilent : 


V a -V # V - '— 
^ D V ““ ff Vl lW d 


v * 9V '*4f* r 


Application mtotinquie ■ V A *» 25,5 m ■ s J .. 


Point couns 

La pi riode T s< d6tlu.it d«e la troLsitifiic loi de Kepler. Pour de$ « satellites » (de masse m) 
itu Soletl {de masse M h J , on a (pour des ditats ties ; qrbiles circuhiircs on dJ i pi [ques ) : 

V 4 n 2 


4 l y 


(a ] demi -grand a sc \ % : constant? de gravitation). 


T J 4-jt‘ 

El dans le eaa fail m <k M t ^ — - 

1 It 1 fi M r 

I . 


431 3 

K ' 


AppLiquons celte derniere relation a la com etc (sursa trafectoire elliptique) et & la Terre 
(sur sa trajeetoire quasi circulaire) : 

TJ 41t J 




- t - r.(^r 



la s D + d 


[W = -C- + -JL = = wl±4 = 2, d 


1 - e l+r l - e 1 


I - e : 


1-e 


2d 

x 


SOLE 


T = T, 


(£T 


Application numtriqitt : T = 523Tj = 523 ans. 
Son retour aura done lieu, en prindpe, en 2366 ! 


2^) 
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2 * C. Dams 1 'hypothfesc dime trajectoire parabolique (e = 1 ), on -auras! : 

If jjj I 

E c “ ~J - jwVi,, (E m -0 - E c + E r >. 

Pour la trajectoire reetle (ellipse dWntridt^ f ^ | — jc avec x« I j, d vient i 
E* ( = E' + E,', - {a dcmi-grand mcl 

Or on a frabli (cf, 2* b. ) que a - — = - d'oii : 

2 x 

c« * p * _ 

c ' h “ 2d 

Au pcrihdie (point P) : E' ■ s=> E' (P) - i -|J. 

Soil unc vitesse maxi male telle que 1 - * i 

La valeur rtellc V' Ml «t rrii£e&k valeur approchie V, m% scion i 


v' 2 = V 2 [ 1 — - '■ 

nut null -> i 


et ta tenant compte du fait x « I : V' 
Soil en valeur relative : 


V 

HMV 1IS4JI 




V -V' V 

mu max - * 

V 7 w 4 

filai 


2 S 4 I 0 " s . 


^approximation faite en 2. a. pour calouler k vit«W de la CO mile is I'apfidlit fta 
trouve ainsi juslifiee (on a oonfondu Y^„ avec V ), 


^Trajectofres de meteorites 

Un point materiel p<te masse m est soumis I 
['interaction d'une boule dt centre f et de 
rayon ft Cette interaction est ciractirisee 
par une inert] ie potentielle : 

E p = -j («>0, t = FP). 

On suppose que la boule reste fixe dans un referential ( Si gait Leers die centre F r fefe- 
rentiel darts lapel s'effectuera ifetudt qui suit, 

A llnstant initial, la particuli est i finfim, elk est animee d'tine vitesse V 0 it pfe~ 
sente un « para metre dim pact * b (cf, figure cMessus}* 
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Exercice $ 1 % 


I 


1* Don tier U condition pour que Le point materiel P £vite La boute. Commenter. 

2. Determiner I'equation de La trajertoine de P t el retro uver He resyltat precedent, 

K 

Dans touts cette etude. on pourra poser j\ - ■ - 

mV^D 

Rappets : la trajectoire de la conique pent s' et rite - = 1 + eco 5 (@ - 8^) qu 

l* -» . 

p = ^ t Lq moment rinetique en F), Son energie m£eamque E ffl est relive a Lexten- 

trinite e par I'expression : 


2L\ 


1. Oe ^u*ij f&ut fa. voir 

Points dc c«in 

* Fortes centrales, 

t Formuks dc Binct, 

* Lois dc conservation - constantc du mouvement. 
Until matliematiqne 

- Hyperbole (parani^tre, foyer, excentncitf,..). 


ill, Ce Cpi*ij faul do Mpreh^re 

i* L'interaction masse m-bouk est attractive, el la trajectoire hyperbollque ( potential 
K 

du type newtonien en — ) entnure le centre aiiracteur F. Pour que P £vile la boule* |] 
est done ncccssairc (mais cvidemmcnl pas suffisant) que le parametre dlmpact b soil 
superieur a R„ rayon de La boule, 

D’a utre part, pour h filed ( super ieur i K) n sl V n , tend vers * 1'infuit ** la trajectoire est 
* recti! igne » el r min - b t et si V D est nulleta trajectoire devEentunedroite* passant » 
par F el r mitl = 0 :ainsi pour Q < V„ < », cm a 0 < r m < b ; il eiiste done one vakur 
11 mile V 0 , [a b furf > R ) telle que pour V 0 > V 0 ,( t ) ,. la particule tie rencontre pas la 
boule. 

2, ll faut determiner les valours de p et e (parametre et exccntricittf- dc I ‘hyperbole! 
j L ei si que Ea valeur 0, de 0 ddmissant la position de l ‘axe de I'hyperbole. p et c s'rx pri- 
me rlt a I'aide de formules du cours faisant Intervenlr les grandeurs Lq (moment citk- 
tique) el E. G, sera delim a part i r de la position in It tale de la particule. 


§ly Solutio n 

1. 

* FOimt HfiQfDOfi 

fl ne s'agit pas ici de determiner I’equalicui de la trajectoire (objet de la question 2,) 
rruls plutot dededuirc la condition cherchecdes Loisdc conservation. 


260) Partk 2 - Physique MFSI 


Copyrighted material 


I 


ID tuudra done traduire ; 

- la loi de conservation de I energk mecanique 

- cr ccllc du moment dnfriqite en F note L r 

Si I’on d^sigrre par P t k posm! de la trajeo 
toEre k plus proche de F (et s FP, ), il 
suffit d'£trire que r m > K pour que le point 

materiel ne rencontre pas la bonk. 

— * 

Oreo P, la vitesse V, est n^cessairement 
perpend iculai re a FP, puisque P, ) = 0 
( P, point k plus proche). 

Calculous done r Mi t 
■4 —> 

* On a L(P|) = l g avec 

L = FP a «rV = nrFPlvJsinat, 

Or FPsina = HP =* L = mHp||v|f , 

Pour U position initials, HP = b ct 

|v| = V 6 , d’our M P,) = L* D = mbvjt. 



De plus 

4 


MP,) = 


+ 

mr M ,r i k =* r w V l = hv 0 


ll) 


* la conservation de Iknergje entre P d el P a se traduii par la relation 

<» 

ro 

Reportons dans (2) fa vakur de V, tir6e de (I } : 




5™ 

1 r 


2 K 


^ 171 


Soil encore r’, + ■ r —b 1 — 0 . 
rMVj ' 


D ou, en nc retenant que la solution physiquement acceptable ( f m > 0) 

(3} 


•nvj if'irtV 
La condit ion cherchec sccrit alors r„. > R, soit : 


v „ t V'J 


d'ou fr 2 > R 2 +■ 


2KR 

wrVi 


ckst-a-dirc 


b > (?, = R 


2 K 

RrtfV: 


(4) 


Cha pitre 5 - Nkcari ique 2 



terial 


ns aopjaxj 




nf SDQjSixj 


Cammejitairm 

b\ * 2 K 

i ■ L'cxpmsiuji tie - ne Caic iiiiervenir <|Lie 3a grandeur t| = ; qui itprisente le np- 

/ n mKV * 

jwr< entre I'inergie pntenficHc . H p | = - !. pour r = H, dp champ <k force, et J^oergk 
cinctique initial? (^ ffrV oj : 


n = 


K/R 




* Knur ij *K l ei a La limilCt fr ( - R : la partfcuJc n'tft&nt pr.LtKjuenuml pas device,, on a <n 
■cflVl, r m » fr el r m > R inipHqoe tirn h t ** R. J 

Bn rordufion, b bowk sera tfvsfee {pour R impose) : 


- a fixe pour : b > ii-| - 


= r|i + ~; 

^ mVjR 


a b lise pour : V ft > V 0 , = 


2 KB 




[1 faut evident ment que b > R n siron il v aura collision, et eeci quelle que soit la valeur 
de V rj . 

2, La trajectoire est line hyperbole f braiie.be infinie). 

La particule P est soumise a un champ de force attract! f en * de centre F„ 

[ci, on a E pi - E p - |mvj > 0 d'oii une trajectoire hypcrbolique contournaiit le 
foyer F (potenliel attract! f). 



Or E m - |mV- 


d'ou e i = 1 + 


Finalcmcnr 


e- = l + 


fmVZb 


i r J 


k K 




2m\'ihlynVl 

K* 

(on a bkn e 1 > E ), 
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L’&juation de h trajecloife s'^crit alors : 

-= L + ecos0,co&0 + f&ifl&.sinG. 

r ’ 

Pour 0 = 0, Ort doit avoir r EpEini, d'au : 1 + f Cos-0 , = 0 ftQs 0 1 - -I. 

wr yJ^ 

D'auEre part : train 0, = Ji' 1 - e 2 cos 3 0 , = a/c? 2 - 1 ■ ■ — — ! — {sin 6, > 0). 

k 



« Rctroyvoni k rtsuhat de U question 1. A cet eflVti nous devom catculer qui cor- 
respond a : 


mi^vl 



Rdauitat ideiilique k (J) com me [I se doit. 

* -On peut tracer di derentes trajeetoires nblenue* en fixam b et eit faisant varier V p : 


- = TiO - cost*) +■ sinO av« H| = — . 
r rtjtv; 

D’ow Its oowrbes traews swr ordinatenr ; 
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Exerdce sis 


© Etoile double 

Deu* points mat&rieU et M* dt masses respective^ m, et m* sort en interaction 
gravitatfonneUe- On se pbcera dans Se rlferentiel ift, id ga liken, du centre d# masse 
G du systeme { N, lr ) . 

+ + + .4 

On notera r = M,M 2 et v = (vitess# calculee dins St). 

!, Don me r, #m fanction de r (module de r ) r v [module de v ), m v m t et % (constant# 
de gravitation) les expressions de r&nergie m&camque E m du systems atrei quede son 

moment cirretique a (G } am point G. flue peut-on dire de ces quantity ? Commenter. 

2. On suppose que les points Mj et W 2 derive mt des orbites circubiTes de centre G et 
de rayons R 3 et R ?r avec R l +■ R g - d. 

a. Determiner U period* orbital# T # de ehaqu# particule eo fonction de % d f m 1 et 
mp Commenter. 

be Dormer £galement les expressions des grandeurs E p et c <G) #n function de ( 4 m, r 
raj et d. 

c Application numrique i 

Calculer T e pour = 1 , OS • I0 IQ m, R* = 4,46 - 10 B m it m i = l r OO ■ JO 31 kg. 
On ptendra ¥i = S. r 6? j 10"” m 1 - kg _t ■ s 2 . 


III. Cejju’i] facd^ nvo ir 

■ Forces ccnlralej. 

* Lot de la gravitation de Newton. 


HI. t? e fa.ui doMpreh^te 

1. Dans M (rffcreutlel du centre de masse G), chaque particule soumise k l actian de 
Dautre particule subit une force central# (dont 1# support passe oonstamment par le 
point Gill en rrnslte, dams Le cas general, que te mouvement est plan et suit La loi des 
aincs. Les forces etant d’origine newtonienne, les trajcctoircs peuvent itre circulaires, 
eUiptiqucs, puaboliques ou hypcrboliqucs (scion ks conditions initiates et plus prfei- 
tfincnl selon la valeur de IknergLe m&aruque On remarquera que le systeme est 

Uote (les forces tout interkures), 

Les deux mouvementi circulaLnes sont <tv idem merit synchmnes (G, Mj align£s) et 
s'efFectuent done avec la rrteme period# T fr . II suffira - par application de la loi fonda- 
muntsk de b dynamiquc-dc Uaduirequc les masses w, ct m i d&rivent eflkctivcrrent 
des, trajeCtoineS drCulaires. 
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*3* So]utjoii 

X» L^ittr^ie mfcaniqut-dans le reftrentid du centre dc masse 3t -do systime dies 
deux masses cat la sorainc die teurs energies cincliqucs ct de I'focrgic potcntidltd'uitc- 
nction jjradtationndlc. Soil ' 

E n , = E l +■ E , w; : 


£ c = - miV •+ -puj^ 

(v| et vt calculus da ns 3t) 
m i m > 

61 Er = ~ r , 

Onaavec r, - GM, et r, = GM-,r 


1 ] -=■ VJIv-i. | VI P j 

w; L jj + w , r 2 = 0 

4 4 4 

2 


D'nii 


r - r, - r, . 

wj. 


4 4 

■J' et r. = 


{ G ; centre de masse} 

—ttl 2 4 



l) 


Ml | • jj l j rti | ■ in j 

Les Irajectoi res des particules M ,, et M ; sort homorhdiques dans 9ft, + 
Lcs vitesscs v'| et s’cxprimcnt alors simplemcnt cm fonetion dei 1 * 


rn i 4 mj ■ 


et vt = -- 


T 1 4 
-V 


m | + m 2 


„ . _ If »T| + l 2 l f ~"h -+V 

U0<1 *«■ + 2 m > U 7 ^’'j 


g _ l ^l m 3 +J 


1. ->2 


— —v - -Jir : risultat das&ique oil it = reprersente 3a 

2iit t + m 2 I m, + m | 

r^dulte. flnaiement ; 


masse 


i m.m* m.m* 

E*. = r — 1— 


2 pi | + m 2 


(21 


Cette Inergie mccanique se conserve an cours du mouvemenu le syste #tant isold 
dans le rdfdrcntiel it gjliicen, 


Point cours 

En appliquont dans . Vi , le then re me de la puissance ciuetique an systeme des deux 


masses, on a : 


— - j'- + ^ 
df ^ iat + J 


tar 


Id SP^, = 0 (tyjtinie globalement 
X w d E„. 

et ^int = -fa = — ^ (E^dilim plus haul} 

d'oii E ra = E c tEj, = cte (Ej, : incite potent telle interieure). 
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Exercice sis 


Le moment antique en G, catcuk dans 91 ,. esl dftini selon • 


0 (G) a GM t a m | v, + GM j a 


1 -+ -> 
m.r, a v , 4 m-,r, a v% 


Soil avet »M,r + fMjt! = 0 : a (G) = a (ia - vf) 

et en tenant comple de ( I }> el de ce que v!-r| - ” G ^ ~ ^ 


-+ m, PH, -f ^ 

<y(G) = — — f a ? 

PP?j + Wj 


( 3 ) 


0 ( G ) = )i r a v constitue une constante da mouvemcnt dansM isysteme isoltf ). 
Fn cflfct le ihtontme du moment dottique en G , point Jtja ? de 9t » s h itri | : 

dS’tC) -, * 

pnurM, : — — — ■ = r, a],; 


- pour Mi : 


d( 

dc^(Ci) 

df 


■+ f 

= r ; a /j- 


Soit en faisinl la somms de ces deux equations : 


d o(G) 

df 


-» -i. 


= r, a/i + a/ ; a (r, - r,) */a * r a/ 2 


-» ■+ 

( r el /j eiantcohneaires). 


On a bicn 


dff[G) 

df 


- 0 et done tr(G) = cste. 


Comtnen taires 

I « Ufi relatinjis ( 2 ) ft (5) nous monlrent que i'on pent r&duire IVtud* du mnuveui(nl ii «Jui 
if une j,wtiaile M <W nmsc p, e — ! — — (mass* rtduite) disunite wionillenwiit <te ? du 

,rji| + pptj 

poiJit fixe G. On peut dors tonsid£rer qu'elle e* sauraise £ une force wntule (4s centre G) 
auucifc i I’&icrgfo palenlidtc idle que : 

E p = Oil K = 

Ce que for pent confirmer en remarquanl que I'on a egalrment : 

1 -J » pt 

li — - - 'rr»“— r (rfi relation ( L) enlie f. e! r, L 
ilr- - df* 

- ■ t1 T r ; K-fr 

to! 

■ Le jiiouvemem est plan (plan passant par G et perpendkuEaiK d <s(G) on encore plan 
diifiiii par r(0> et ?(0j ), dans le as girtfral 

■ U tours nous apprend que I'on a mil «at tU? (orbitesellipuqnes, voire cirtulaires) (or«que 

I'euergae micanique cst native.,. J 
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2, a* Us prints M, h G ct U t resient alignts a lout inslant, 
M | cl M 2 d&riviamt des orbilcs tirculaim ck centre G d de 
rayons respectifsR, el R 2 . On a alors pour M, : 


-r i . . -* 

m,rt E = SOlt = 


'Swiftly -*■ Vq + 

““ ,wt a ' “ r, u - 


dot* m ! — 

Hi 


4s w i m 


I rHJ 2 





Noions m b vitesse angulaire de rotation tie M ( (d done igalcnienl d* M ; ) H il vienl 
V| = (i)R , (rcSpeelwemenf yj se OjR j ), d'uu i 

%m 2 ‘Snp, 

ay K = — -p - dtm£me to 2 It, = - ■ 

it' * d~ 

Soit en Faisant Ea somme des relations prtkedentes (avec ft, -§- R, = d } 

" '* ' ( l " l Ji l " > ) =* “ * hi 

La periods (commune) T 0 du mouvemcnl dc chaquc parUcuk est alors doranfe par : 


t 2k j- • 

TV. = — -i dou 

v 10 


T ft =■ 


2nd 1 


7) 


Commentaira 

|" La p^riodedes movements riiculiices de M ( ti M 3 esc rtomke par restpression : 

T 1} - avec d * K, + R> et Rj * — K,, 

, TttTj) " ' #ff : 

SupposonsiTiaimjeiuiu t)ue m, ^ hi, . cfetors ft, R, tiJ’ R ? , de lone t|uc ropiB^ 

sion de T rj sertduii i T (l * 2nR{' ^ _ (irukpendant de »r s -ant que m l *K mj, } ; ^loi 

/■bfi; , 

de Kepler. .+ 

2# b. ' LYnergic mteaniqut du systime vmul ilon : 

1 , I „ 'ffiri.m, 

E m = j m , ( toR | )*■ + - m >(ojR , ) - - ■ - j ~ 

E m = j m , R , + m> R, | = 

or rM,R.| - (G centre de masse), « rf = R s + R,>, d’ou : 

E- - j== 

E„ - 

” 2 rn, + m, d 


SOIt 


E ra = r 


i T 

I »lt«l 




1m i + oj ; 




'LG r?r , rr? , 
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mm 


Ce Guitar es! conformed edui du 1* putsquc IMI » Odd. D’autre part, en ulilisanl k 
valour de HJ (relation H)), il vient : 


Em “ 2 


nin ! ni 2 


E„ = — 


'Sffi, rri. 


2d 


d d 
On a ki (mouvcrncnt cirmlairc) : 


E t s -lE ( , ct done E. = 

+ 

Dt itiiiirit p^ur 1# momtnt on&lque, en notant I It 

vcclcur unitainc perpeud icy lake an plan des orbites ; 

3(G) - mII?IIPU 

or II .' ll = d ct |i?| = cod, d’oii : 


-» ■* 
cJ(G) - peek- ft 


\Q)^ FFl.FFlj / i 

j^fflp + FFlj 


(E_ < 0 :£talU6), 


2. t Application ttumerique : 

On a ffs, = "t.z^ - I 10* z ^ 1 - IQ 11 kg. 

R 2 4,46 



T.. = 2 ft- 


( 24,96 I 0 V 




T # - 4, 06 ■ IQS $ 


ei T a = 4,69 jours. 


# Conditions de satelLisation 


Um satellite de masse m tsl Unci d'ura point i la distance r c du centre 0 de la 
Terre, avtt um vitesse V. On note V 0 ia vitesse die satdUsation en orbirte rirculaire de 
rayon , r 3 . 


2. La vitesse V eit orthogonal# au rayon vecteuf OM 0 . Determiner tes earaet&iistiques 
de L'orbite ferise dans I'hypotlifrse ou il y a effoettvement satelliutfon. Dans quel 


domains faut-ii cfaoisir le rapport p = r— pour qull en soit ainsi ? On posera p ■= ^ 

v a r t 

oil R T est It rayon dt La Tenre. 

On rapptlle quo pur one trajcctoine elliptique dc parametrep, de demi-grand axe o, 
d r €KC«ntridte e et d'enengre mecanique E rtJ on a (f designant La constant# des aires) : 


27§1 Parti# l - Physique MPSI 


Copyrighted material 




(M - masse de la Terre } 


2 * La vitesse V est peu different® de V B : V = V 0 * ( ! + e) avec e « 1 * et fait un 

petit angle ex avec la direction perpendleuLaire i OM,, (dans le plan de La trajeetoire)* 
Oiterminer ^expression approehie de rexcentricitd e de L r o rhite en fortttion de- a etc. 

all, de s’&vmr 

* Champ die force centra]® newtonien -Trajectoires circulates et ellipliques. 

.12* ^e fa-ul sofnprehcfre 


1* 11 fault traduire que la trajeetoire est dlapiLque (c-iat lie), et qu’elle ne rencontre pas 
9a Terre. 

2* hour £ « 1 Ln trajeetoire eat elliptique. 

i^. Solution 

1, 0’aprts le thfodmc du centre d’inertie applique au satellite de masse m pour une 
trajeetoire drculaire de rayon r fl : 


rt? A.., = m — = 


(M : masse de La Terre). 


Soit r„vj = WM (1) 

La viiesse imtwile tfant perpcndiculaire au rayon vccieur, Ja coasi&nie de* aires want 

O,;, C 2 

C = — = r 6 V el le paramfctre de la conique trajeetoire : p = — 


r»V2 ( V y 

"" ? = ^THvJ- 


£r en posant p =■ — : p ■= r 0 jj J 

" o ___| 

L'^ncrgie m^ariqtte du satellite a pour valcwr : E,„ = - ruV 2 - 

2 r ij 

M 

Pour une trajeetoire eULptique de demi -grand axe a, on a : E nb = — - 


d oil mV 2 — 
2 




Ord’apres ( 1 ) - r e V^ et : 


, yi - 2Vf = 


Chapitre 5 - Meanique i 
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Exercke si< 


or p ~ fl (1 -f 1 ) 

dob e 1 = 1 -^ = ] 

i 3 r 

e 1 = L - M 2 f2 - |U 2 > = (I-M 2 ) 2 

Ct l' = 1 1 - 

La trajectoire est unt ellipse si E m < 0 suit alors : 
V* < 2 Vj 

p J < 2 

p < Jl cequi correspond bien a e< L 


Common tain: 


I .i valeur liroite ft « Jl correspond Hi la vite&ede Liberation pour la distance r,,. 

V, = J 5 v u : c’csl la viscase minimaJe permetiant d'idupper & ^attraction de la Terre, 
Cest^’direcorrespondam ir&iergje E m = 0. 

£mvoua m.itirtierutftt que eette ellipse m rencontre pas ta Terre ; il faul t|ii‘au p£rig£*e : 


JL. 

I + F 


>R r f*> 0 ) 


1+,< £" 

£n po$aiu p =■ el avec e =■ ]l - |i : | h LL vienl |l -Jl ; | < pn J - I 

Rj 

* ] fr cas ; 

V 

V 


o 


PP 


2 _ 


eequi ot toujour; realise puisque p * — > l 


* 2 ^ Cits : 


-JJ*<pp 2 -l soit jl-> 


P +1 


F Lrtakrtit-rlit, i I Idyl done que 


fn 

p + i 


< n < 4i 


pour que te satellite ait une t rajecloi re ell i plaque exteraeure A h Terre, de grand axe 
OM rj ., dc parametre f, ct d’cKcntricitc e calculus pnkedemment, 

2. Avec les conditions donnees, la trajectoire est toujoun elliptique : 

P = n- = 1 +« < & 
v o 

I. 1 expression (2) nmr$ donne tlartc : — = 2 -|* 2 = 2 - ( ] +■ t) 1 . 


Com me V fait un angle ct avec la direction pcrpcndiculairc 4 OM flf on a nwintcmni 
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C - — - r fl ‘V’ cosot 
m 

C = r 1} V 0 ( 1 + e) cosot 
ri 

p = = r 0 ( t + £> J • cos 1 a en utilisant [1), 

BM 

On obtient aJore : 

e 1 * I ~£ * 1-(J + e)i cos 2 a[i-{l +e) j ] 
a 

e- = I - cos 4 ft ■ ( I +£)-(! - 2t -£-) 

■e 1 ■ I - a» J a ■ [ I - fie + e 3 ) 1 | . 

Si. a st tris peril : cos 2 a. =■ ] - sih 2 a> I - a 2 

el awe c 1 , e 2 # I— fl — a I )(l — 

ec en suppasant que £ ei ft sent des mfimment petlts du m^me erdre : 

e 2 f ft 2 + 4c 2 
e M Ja}~+ 4e*. 

Pbur t = 0 on au rail 3 

e* - s _ cos' a = sin 2 a 

t = |hijLOt|. 


^ Autre presentation du mouvement newtonien 

On eonsidire un point P de masse m en mouvement darts un champ de force centrale. 
L'ftude se fera darts un referentM galileeo d'origime 0., centre de force. On notera : 

4 j — t + ■+ 

r = OP, v vitesse deP, L moment cinetique aw point 0, £ p {0 enengfo potentiate 
de la partfoul® et t son energi® mecaniqu®. 

4 

1. a. Que pout-on dine de E et L ? £n dcduirc que l® mouvement est plain, 
b. On repere la position de P, dans ce plan, par ses coordortnees pelaires r ft 

Conner fepressfon de L (module de L } en fonction notamment des variables ret 0 
ou de fours derives. 

. a , J (j ^ 

Exprimer E£rwrgie cinetique de P ®n fonction de L, met des variables w = - et -rt;' 

f u|f 

2* Le point P subit fo etiamp gravitation riel d'une masse M fix&e en 0. 
a* Montrer que la trajeetofre de P vfirifie ume Equation difforentieUe du type : 

(^) i +(«'- 3 ) ! = 3 ! t W 

oD p et y sent des censtantes du mouvement que Eon exprimera en fonction de m, L 
E et K = %nm. 


CfoapEtre 5 


■ Ifocanique t (^79 


‘rial 
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Exerdce 511 


b. Hontref qut [equation (1) est analogue a cells du mouve merit d'un osdlkteur harmo- 
mque non amorri, et que La trajectoire de P est une conique dont on calculera Is paramo 
toe p et I’excentnrite e tf abaid fin function depet^fet ensuite «n function dem,K f L et £. 

c. Quel est en function de p Le rayon r t d'urw orbits tireuLaire ? 

Dormsi en function de K ft r c I'energie associee I yns telle orbite. 

ill, de <fu 3 i3 s'&vai r 

* Mo Lavements a force cent rale, 

♦ Oscillatem harmonique libre non unvorti, 

il l* Ce cpi 3 ij fa-g^ qoMpr efae f V e 

1 . Hesult ats dassiques du tours. 

2. a. L^juaibn a frabllr doit traduire la conservation dt r^ncrgie. 


I^. So]ulioii 


1. a, L>nergie mecanique est la somme de l>nergie cinSlique el de i^turgie 

poleotielle : E = + E f (r). La part lade Pest uniquement jQumi$e i une force 

central? assocke a 1'energEe potent idle E p (r). Le theorems de la puissance cin&ique 
i'ecrit aloes : 

d E . * 4 <9 E rt 

“ = & = f ■ v a - (par definition de£ p ). 

D’ou E l + Ep - constant? et £ - E t = constants = | mvj + E p (r # ). 

* Le th^onfcme du momeril ctn&ique appliquj en O donne £ 

-+ 

A[ — ^ — i + ■+ 

= -« 0 (O) = OM a/ =0 (la fence est cent rale), 

■+ — > -4 > 

DfoCi L = (avec L D = OP D a mv p non nul taut que v g et OP g ne soul pas colt- 
neaires). Dans le cas g£n£ral, la particule sedtplacc done dans un plan it passant par O 

— i f — i 

et perpend Leubire j L 0 (OP u -L L„). Deux iat^nle premieres du iMihttnent $ont 

-# — r 

foumies par les equations E = E a et L * L fl . 


1. b. On & L — OM a mv avec OM 


’j . ^ - -* jj-r 

rUj, et v — m f + rtiZHii 


sltsii L = rn r Aff[(ru r + fl «(,) => L = wHft* 

■+ -> 

( k , vecteur directeur de L , est perpendiculaire am plan it). 
Nous avoirs E L - -w^ - ^m(r J + H0 - ), 
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Or 

- 

II 

s-t^- 

et 

r8 = -| 
sv 

Soil 



<■-£[-(£)*] 




L dw 
m d0 


2. i. L'^rtcrgie po lent idle prend I.l forme B p ( r> = - = -Kw, La conservation 

de r^nergie m^Cartfcjiifi: !t Iraduit |ter I'dquaticifi : 

iiP + (S) 1 - Kw = E 

.. „ fdw^ . ZmK 2mE 

,se UJ + w ‘--jT w = — 

/dw\ 2 f mKY 1 2mE m 2 K- (ntKyf 

L«J T" L 1 J " L 1 + V " I v ) [ 


sou encore 


91 vienl 


2EL Z Y 

rtiP/ 


»‘F - >"*S 


« (lS) = P ; T- (1) 


2, b» Si I'oncDnsid&rt unosdUateur harmonique coiutitue par une masae m et ijji ressori 
de longueur & vide l 0 , de rudeurfcet de longueur x, la conservation de Fenergie donne : 

\mx 2 * -feU-y 1 = E^r+^x-^ - — m 

Z a ns 

L^uation differenddle en w( 0) dablie au 2. a. s’iden title & (2) & condition d'y faire m^I. 
On a done w - fl = Acosfl + BsanO 

OU W= [Jf 1 + <cos(0 - 0 L )) a + fCOS(6- &,)) {3} 

Commentairc 


Si I'on avail derive- { I) par rapport 4 6 on aunit dbtenu : 

(j] I n 

— — 4- w == p d.ont la sfslulinn gfr^ralr ret bicn dflinifnte par I'expreviiofl (J)„ r 

O0 14 ” 

Keportons regression (3) dans (IJ en remarquant que ^ ■ -JJesin(0 -0,>: 

ilo 

— 0 1 ) +• p¥ctM J (fl - 0, ) = 0 * 7 = 3 ^ - 7. 

On a done obtenu : 


J 


1 


P = j el A> ~ = T 


D’oit les expressions fournissant le paramttrep et rcxocmricitf edc la trajectoire coniquc : 


L 2 . 2 . A 2EI* 

'■sit c ' { ‘ = ) + ^ 
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2r c, Le point ksuit uneorbitc circuLairesi sa distance au centre Oesl tixc, cc qui implique 
w - constanle et done e = 0. Des. lore, en notant r c le rayon de la trajectoire* if watt : 


1 

9 


\J 

mK 


et E = - 


Tl 1 


l> = 0) 


soil 



Interaction coulombienne repulsive 


1. line particule ? de masse m est sou mi sc, 
dans 'rk galaleenj i one force centrals repulsive 
de centre 0 fixe ; 

? ffl K 4 

F = — b (K > 0 ), 

Initialsment, la particule est a L'infini avec time 



vftesse le para metre tf impact est b (efi figure). 


m 


0 x 


Determiner la deviation subie par la particule (les forces gravitationnelles et de 
pesanteur font n&gllgies dans tout L'exerdce)* 

Indication i on pourra integer - par rapport au temps - liquation vectorielle tradui- 
sant la loi fondaraentale de La dynamique pour La particule P, puis projeter so r les axes 
Ox et Oy. 

Application : 

La force F n&suite- June interaction Glsctrastatique due a unt charge Q fixie en 0 
(<jQ > 0 ), Quelle vateur doiton attribuerau coefficient K?Qu« devient la deviation ? 


2 1 On revient au cas pr£c6dent r la change Q irsitialement fixe itant nuintenant libre 
de se d4 placer {sa masse est M}.. 

a. Clue peut-on dire - a partir des lois de conservation - dans le cas particulierement 
simple ou m = W 1 


h* Ca$ general * M) : 

+ — ► 

a) On se place dans le referemtiel ]ik G du centre de masse G et on note f = GP. Won- 

4 4 y 

trer que la force F subie par Ps'ecrit ; F - K'--,. Exprimer K' en fonction de K 0 et 

du rapport — < 

M 

P) Soil L"angle mesurarrt La dilation de P dans Mental que Ton a : 

“(S-eH)- 
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ifji Er d4dttin urn* expression (foment tantp (tp angle dt deviation de P dans ft) en 


m 


fanction de ip" et de -■ Commenter, 

M 


Solution 



1, Le point materiel P esE soumis a une 
force centraJe repulsive h le centre de force 
(point O) CfanE Ik dans le rcttrcntiel 
d'ftude. h 

Le mouvement esl done plan et ia tra- q 

jeetoire hypcrbolique (O e$i tin foyer). 

- j 

Notons V| la vlresse apn$s interaction (part kale a V* In fins »)_ 

II y a done conservation du moment cin&iquc o(O), soit cn designant par It un vec- 
teur unitaire perpendicutaire ait plan de la trajecloire ; 

3 (G) ^ OP a mV = Urn (OP a mV). 


L) oil 

D autre part 
Soit 


3(0) s= wv^Jt, 


3 ( 0 ) = ru a m{ r tf r ■+ rOn^) = rnr £ (E) J: (3 = tt ) 


r-e - V Q il ( 1 ) 

La conservation de I'cncr^ic m&anique implique celle de I’energie cinetique pour r 
« infini * (on csl en dehors du champ dlnteraction de la force). 


Doit 


V, - V„ (2) 


La deviation de la parlicule se mesune par I’angje ip - fV e , V, L 6 variant de la vaJeur 0 

*> -+ 

A la valeur K-ip. fecrlvons la iqj foradamentale de la dyiumique ; m- - * »»K — '■ 

Inttgrons cent Equation emn les ftats li miles * avant interaction* ct « apris 
interaction » 

r,!V . K 

J *v ** r- 

j-^r ■+ — » — f 

or f dV = V,-V 0 

J JV 

et avec (l) J * ^ s f * * £ d 0 ( d’apres ( | ) : ^ = i| s -L d & ) + 

■V i 2 r * r - : 0 V., v l? 

—* -4 1 ? 

Nous avons done V, - V Q = — r tr,(8) dfl. 

Vp,pJri 
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4 9 Tfi 93 pJ^K 3 


ProjctonS Sur b axes Ox et Qp 
(tq - - cos9b^ + sinOtq | : 

k_ r * -« 
V>o 

K f'*-* 

v >°'* " Vjl 


V & (C0S<|>- 1) = -T^r f COifldft 


sin 0 d8 


Soit : 


K 


V 0 f cosp- I ] - — (-simp) 



K 


V 0 sJnnp = — 1 . 1 + cos ip ) 


. . ty K 

sin z cos- - — —cos 2 - 

2 1 \;,b 2 


Les deux equations soul evidemmenl Ldenliques et $e r&mM i 

0 ) 


{<£ 

>\ _ _K^ 

tan 3 


U 

2 vlh 


La deviation esc d'autant plus forte quo Ic parametric d’impatr b et la viresw V 0 soot 
foibles, rt qur la constantc dc force K cst dcvfe, cc qui c$( coherent- 
Application : le champ de force est te champ ccwlombien repidsif, on a done : 

j? = <1Q « 

4m Q r r 

2. a, £crivoru les lois de conservation de la quantile de mouvement et de Penergie 
mecarique du svsteme des deux particules chargees,, dans le rlferentwl d’ftude sup- 
porf pilileen, entrc les elats « been avant » interaction et * bien aprfcs * interaction, 
ei. it* pour lesqucli les parliculcs sont a Pinfini ct infimiment distantesl'une dc t h autrc, 
Dans ces ^t-ais, rinergie m^eanique se nkiuit | i^nergie ein^tique. D*oii : 

mV 0 + 0 = wjV^apJ ■+ MV Q (ap) 

q ^ v d + 0 * ^vj* ( a? ) + \ MV q '( ap) . 

Soilavec m = M =? V* a = vj(ap) + Vg(ap> et vj = V*{ap) + V^ap). 

Ec ca diminanl V D : 'vj(ap) + Vg(ap)] = vj(ap) + vjfap). 


Soit Implement 


V„(ap} • Vq(ap) = 0 


Les deux particules rcpartcni aprfcs interaction dans des directions perpendicutaircs 
{rtiuJtaE dasiiquc pour tti * M irtdtfpertdint de la rtatline dfr TinteractiOfi). 

2. b. a) Consid^rons le rdforenltel du centre de masse 3t fi , ce reference! est en trans- 
lation par rapport m rifdrcnticl galilien d'itudc aw** une d(ts« V G telle que : 


>PVNQhlei 


aterial 
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m 


m + M 


or + M 


V M (V G = constants) 


®, G est done galiken. Dans ce referent id, Ea charge q est P 

4 jQ ]J ||->| ^ 

sou mi se I la force F = -* : a^ec f— SP|. 

^JlCor 1 

M 


Or GP = 


nr +■ M 


SP (4) IG baryccntrc). 


Bosons r - GP, il vienl r - 1 1 + V, ct : 

jQ 

(^r 



Ir'i 


4 JtCr 


On est aLors - dans 3t c - ramenl au problems precedent avec un centre de force fixe 
pkctf enG,rt une constants dc force d' expression t 


K' - 



4re£„fri 


2, b. P) Dans ce mftme referential, h particulc q va subir one deviation. d angle tp' 
don nee par La relation (if, f3)) : 

fair/— | = K , il itste done 4 determiner les naramet res Vi er b r . 

{. 2 J v'^r" 

* Pour V|j, applications ia composition des vitesscs clans 1 c cas dc la translation 


scut v, . v,; 4 V G 


n v; « v n - 


m 


Vg = V ( -V G 
M r* 


v; 


M 


rV fl . 


fl Tfl m*M c m*M « » m+M r 

* t>' foblidH 4 partir tie I) par une formula baryccnlritiue identic^e 4(4), 


duil 

Fanalcmenf : tan | ^- | = 


V = b- 


M 


iti 4 M 

r 




c-sr 


Soil f 




(4) 
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dmiition chcrctife dans le rfK- 
rentkl d elude $i f1 oli imtialement Q est 
immobile s’obticndra aisement cn compo- 
unt de nouveau les vitesses. Apres interac- 
tion, on aura : 

V ir (aprts) s V rj + V j avec VJ - Vf,. 
Soli ert pfoicturit juries directions cl u v : 



V^apjeosip = V^ + VqCos^ 

V^(ap ) simp = V'stnf* 

V c . m 

Or — r a — d'oii une deviation ip telle que i 


| tan(tp) 


sin q? 


© 


— J + “S9 


(5) 


tan(ip) - 


sin^* 

JfTE , 

M + 


avec tan 




Cammenttikc 


Utacalail utilisantles relations entie sijiip', costp* et lanj | donne aprts simpEifkations : 


lump “ 


vih 


] — ! •+ — _^2_ 
I. Vjfr ! J WVUS 


• Pour ru <iC Mi on obrlcnl Eam| ^ \ £ — (cf. relation (4)) et V ( - <K VJ, « t|iu impli- 
' 2 ' VJt> 

que (tn fait pour jj ^ cotip' ),qf. figure, cp - t$\ soil finalement : 

K 0 

I, an ip ‘a 

coniine il se doit. Hr eft ft, 4 la I invite nil la itiasw Kt et trCs grande devan t m, on pemrra 
considerer oi i?rtnii£re appnxuniaikfj] quelle resie list. 


Pour w t M, cm a V c = 


_^V - L» * v* , V - ^ 

G ■ m+M * 7 * n V| - 2 


J 


O'auirc part, dans MV^ + mV' = 0 soit, pour m - M, V.^ = -V^, 


D'oii le dlagramme tics vitesses dans 'Ji c en se rappelant que V = V* + V G 


Copy righted material 


Partie ?, - Physique MPSI 




v' 

% 


V KJ 


2 


OC - v u = 


i 



C est ie milieu de AB et Le triangle QAB est rectaisgSe eo O {GC = BC = CA)„ on a 
done* dans ce os parliculier, ui angle de 5 entre les deux directions de vol de$ parti- 
rules a pres interaction, 


m Meteore traversant un nuage peu dense 

line paftkule M de masse m est sou raise a un champ gravitatioroneL central % {de 

centre 0) tel que : 


<§{r)^~K- pour r > R 
■* ? 

, S(0 = -K— pour r < R 


avec r = OM et r = |r | r K > 0. 


1, A urn instant It particule se irouve en un point 
(OiH 0 - ft) etsa vitesse VjJ, fait un anplea avec Ie ra^ort vecleur 

01V 0n prendra Q < a < ^ et V B {s |vj|) < V f s 

% 




0 

0 


On poser* = 


V, 


e* A quoi correspond La condition V 0 < ? 

b. Caracte riser La trajEctoire Suivii par La particule tant que i reste supirieur i ft. 

On rappelte que pour une trajertoire elliptique d'iquation poLaire - = 1 + ecos(0 - Oi), 
on a : 

tl -i 

P - -r? {oumt - Lo avec L 0 moment cinetique on 0)* 


i -€ l 


{a m derai -grand axe de L'eUipse)> 
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Exerdce 


Dessiner queLque^ trajectolras (prendre par exempts t \ = G P i et 

ci - {0,5 ; O r S ; l r 0})> 


2 , la particufa se tr&uve eu un point M t [OF^ - R} ef sa 
vitesse ., de module V 0r e&t mamterunt erierrtee de telle 

fa Con que (V^ MjO) = fl avec 0 < ft < 

a. Determiner fa nature de fa trajectoiie suivie pour la par- 

ticule tanfc que r re&te iitfirieur i ft. 

be On peut monger que fa particule reccupe le cercle de 



centre 0 et de rayon R en un point MlJ telque (0M^ 0M' t ) ■ qr avec ; 

t a n i|# . - . 

V l + 2 ti 2 C qs 2(J 

Verifier fa coherence de cette expression. 

3. On se replace dans les conditions du 1. D4crire Le mouvement uLterieur de fa particuLe. 
Tracer fa trajectoire pour iq - Qj9 da* Cl 5 rad. 


S^Iulioji 


-r f 

1. a* La particule M sc tlfpbcc dans fa champ ^(r) = - K— - 

II lui esi assoeie one energle potentfalle E p = - ^ : 

La Conservation de 1 energie ilors du .mouvement s’dcrit : 

E m = ImV J + E r (r> = E ft = |rflVj + E r {r D >. 

Or la force «»t central* at tractive et de type itewtonfan. La (rajeetoire rest* & distance 
lime (etuE lie) pour E fl < 0 suit pouf : 


2,„vi-^<o =, v; < ^ => vj < vj. 

Li condition V l( , < V f traduit done quela trujectoire restera horn& ( tr ajjectoine dliptique). 
1- b* Dupres cequi precede, on obtiendra done unr portion if ellipse d'equation polaire 
^=14* #cuts(0 - ft,), oil p et e reprdsenlent it* parametre et I'excentrldt^ de 3'elHpse 
(pmlcun prises positives}. 

c 1 

* D'aprts le cours, onaji = — oil C est la oonsfanle d« aires. 

ft 

. . .. f— •? rt| R^siri 2 ®. 

L = RV (J since (C= |[OM^ a V,.| i p = ~ 


Et 


5 -<S)- 
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' Le demi-grand «« a s'obtlent par E^, = - -d— sort : 

1 ,.i ffiK fflK 1 _ r J 1 ,,I J 

i mV «-X = "17 = -2 mVl 

„ vf-v; R , R i 

Sou ■ = — et a = — — ■ 


-er 


|« 2(i-n a )f 

Loxeentricit£ de I’cllipso trajeetioire est dors fournie par [’expression a = ^ ^ , 
Wit c 2 - I - - 


e 2 - 1 - 


Zip ' sin 3 a 


e = j/l - 4iq J { 3 “i| 2 )sjn 2 a 1 (3) 


Enfin, d£tcrni irons ] "apple tp d^finissant la 
position dm grand axe de [ellipse fdont le 
pirigfe sc situe I I intfricur du aide dc 
centre O et Je rayon It) k s rajcctoi rc a 
pour Equation, en ooordomita pokircs, 
^ = 3 + eCosG (dans un premier temps, 

avee lea conventions adoptees (cf, figure) 
0 augment?. 


A“- 



- — 1 + ecos ( Jt - $p) =? cos# - 


(0 = ft - tp) 


costp - 


1 - 2q 2 sin 2 q 
4 ¥| 2 c I — T| 2 ) si n 2 OC 


Ltonnons quelques trajectoires pour t\ - 0,9: 

E , 


a = 03 


: o i " t 

,‘M. 


a = 03 


j(S= 1,0 


duapitrs 9 - M&afiifue i 


Exerdte sis 





Exercice sit 


4 K/ff + 

Z. a, I.l particulc M ($1 wumi&e i U loiwc F = — — pf ( g$dP>t«nr harm unique Spa- 

K ■ 

lial de centre O). L equation de son mauvernent est don nee par : 


F» 


d *r 
df J 


K m + 


HXLt 


^ + V = S- 

ill- R' 


2 K 

Posons IT = — (il o'est autre que 9a pulsation anguiaire du mouvement clrculaire 


de rayon H...) n tl vient * + Q'r = 0 . 

dl* 


£5) 


La trajwtoire d&rite par 6a pirtifvle «sl pkiw (force ccntrale,. plan defirti par OM, d 

—if 

V 6 ) : c’esl un arc d’ellipse de centre O sen choisisunt pour axes OX et OY lies axes prin* 
cipaux de cette ellipse, ^equation (5) domic, en projection : 



2. b. La participle ressortira dudisque de centre O et de rayon k au point MJ symfrri- 
que de M, par rapport h Faxe OY, Le rayon vecteur r aura alors lourrnJ d un, angle 
%* = It - 2£. D'apres 3e texte, on a : 


Zt1 J sin2fi 

SartW W. - — E-— 

I + 2f|*cosZp 

Verifions la coherence de cette expression. 


-pour $ = ('], la pyTlicglcquiricrait Icdbqueau 
point M | diamctndcment oppose, cequi impose 
i]n - tt pour fi = 0 en accord avcc (-6). 


( 6 ) 


/ v = n \ 
m{ : 

o ""7 


1 i fflK 

— Pimr Vj, ailYi Semitic ill grand (V mV ci >:> -5-‘ 

2 . K. 

so it ri f » I h la particule presente un deplace- 
ment quasi recti! igne, Elle ressort en Mj telsque 
V = It — 2.(3 (coherent a vec (U)}. 
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- Pour P = ^ li tr^jectoj re a (WUr equaliortH 
p-arametriques : 

X - RcosQf 

v - 

Cette trajectoire est efiectivemenl interieure m 

V„ 

dtsqye de rayon. K pour — < R, c'est-i-due 
V 1 iv 1 

— 5 -<k j = 5 ^j< i =>m i < i. 



On doit done avoir f -* n pour p - qudii4 2 t] 2 < 3 « qdcs< ^alement v^rifid, 


3. Dans un premier tcmp$> la partiqulc 

d^Crit I arc M 0 EM, de l ellipse de foyer O 
caractifrisle au Lb, File revient sur It artlc 
de rayon. R en un point M, iyi^triqur de 
Mq par rapport i I’axe OEde cette ellipse. La 
conservation de l'enerpeimpllque (puisque 
de plus GM | = OMfl, - R. el done 

VM,) = 


LXautre part, la conservation du moment 
cinetique va se traduire (puisque |vj *= V fl ) 

^ — i ^ 

par (OM| h V,) = ff-tt, (rf. figure). 

On est aloes raincnc au cas traits k 9a question 2. 

et la partscule d£crk 3 'arc M|M| de ('ellipse de 
centre O, le rayon vecleur toumant d‘un angle V 
0 = ah 





<& - 

o\ 


Mn 


V-. O/c j 




Ctaapitre 5 - Hfcanique 2 f?91 


Exerrice s« 



Exenctee «o 


Li parricide reswn en M, a«ee une vilcwe Vj telle que |Vp | ■ Vp, {conservation 

de I'ineq'ie) et (GM, , Vj } = ct (wmervationdu moment cift£ I Ique) . On est alors 
ramcne a la meme situation, qu'en lla parricide redecrivant un arc d'ellipse die foyer 

O obtenu a partir de 'Fare M e EM L par une rotation d’angle A = 2rp+ tp,. 

Do Li le deiiirt : 



i Marees 

1» On considers deux masses et M z (m a ) formant un systime isoL£ en inte- 

raction uravitatsonnelle, Elies dfrcriverrt des trsjeet&kes drcuLaires {auteui de leur 
centre de ntasse 0) dans ura ngf&renliel pliiitft On a - 0 = cte. 

On appelfte &' le rlfwemtiel en translation ctntri sur M r On ItwJie dans W le roeu- 
vement d'une partiode de masse m dont on suppose qu'et.le m perturbe pas le sys- 
tem® (M v Mj). 

a. Montirtr qye la toi fcndamentale de la dynamiqui applique# dans bl\ a la masse 


4 %m.mr * -» * 

m, s'lcrit : m a' - - ^ — + ^5G - mfG; +5&) 


avec t - NjHj le point M ddsignant la masse m. 

On nwnitrera que le terme * perturbateur » 5G qul tient compte de la presence du 
corps Mj. peyt se mettre sous la forme : 

■* - 

Dans le cas ou Fort a r«D, morttrer que la fbnetfan vectortslle f s r 4crit au premier 

4 

onfre en - : 


* 4/4 r\ t * M,M 2 . 

f = 3 “I 1 'dJ-o <“ = 
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b. Application nutnerique 5 


Ealeuler la valour du ra ppo rt 


m 


pour •- =* 1,&6 • 10 - ^ (D ss distance Terre’ Lucre, 


n?2 

* Rf rayon de la Terre} et — = 1,22 • 10 _z (rapport drc masses de la ILune (mj) 
et de la Terre (m B )}, 


2 . A pp roc he simplified d j phlnomene des maries. La Tenre est assimiLle i une 
boule rigide de centre T et de rayon R T recouverte soys yne faible Ipaisseur par de 
I'eau, 11 s'agit de determiner la forme de la surface litre en tenant compte de la seule 
influence de la Lune, On fera done les hypotheses syivantes : 

* it system# Terre Lune e$t isole, et la distance 0 separant la Terre de la Luna «t 
constants {La Lone est assimiLfre a un point materiel de masse m^ r et on note rrr T La 
masse de la Terre) 

• Line masse Boj de fluid# est sou mi se a ^attraction terrestre, a celLeds La Lune ainsi 
qu'aux forces de pression de results nte ii/ p telle que 

¥ d = ™gradP 

^0,= masse volumique invariable de Lean suppose incompressible). 

a. On se place dans k rMerantM J\' eentrP en T et en translation par rapport au 
rlferentwA galileen du centre de masse du systlme Terre-Lurse. Conner lunation tra- 
duisant LGquilibre de la masse dens On utiHsere les rlsultats du 1. 

b. On suppose que I'eau est en * equilibre i cheque instant » et que Ton peut appli- 
quer Le rlsuLtat prlcldent. 

a) Msrrtrer que la force pertintatrice liee I la Lune peut se mettne sous la forme t 

8/ l = -SmgradV F ( r). 

On ejfprimera V P en function de g, m L , D r 
f - T.M (le point M repine U particul# fluid#) 

et de I'angle <p = (TL r TM). 

Indication : on pourra prajeter S/ L sur Les 
axes tartlsrens T# , Ty „ 1 1 {u t ft TL). 

P) £n dldusre que La surface litre est associle & Liquation ; 

fjQ 

V t (fs )+V P (r jF <p) = cste ou V ± tr s ) = - 

'5 

7) Montrer alors que la variation s{<p) du niveau de I'eau (par rapport I une Terre 
sans lune) s'exprime sous la forme : 



£ - 


yjh Rj 
2 m~ T P 


( 3 cos z <p- 1}. 
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k eeteffet on notera r t ( ip) = R-f + s(<p> (Rj rayon d"une Terre sphirique recon- 
vene (Tune #patsseu.r tfeau unifbrme : R{ * R t ) et on utilises le ttsultirt du 2. ft, p). 


On riendra oompte de ce que : 



«l. 


5) Application numGrique. 

Oonnfr dans ce cadre d'h^pothesis : 

* la hauteur h du marriage {difference tntff if niveau le plus- haut ft le niveau It plus 
bas) pour m point situe dans le plan equatorial (on supposera que la tune rests dans 
ce plan). On prendre R T = 6,4 * IQ 3 kns ; 

* fintervalle de temps si pa-rant deux marie? haute? consecutive?, (on eonsidirera que 
la Lune a dans 3ft' une trajectowe drtulaire auteur de T de piriode T L - 2 & jours), 
Commenter les r£su Lists obtenus. 


I Solulioli 


1. a* Le systems M,M> forme un systtme Lsole en 
i nieraciion gravi tarionnellc. 

La distance M a Mj ctant invariable CM ( M 3 = D), b 
nta-Mei el m, detriverie, Jans le rfftrenriel ^ du 
centre dc masse, ties ecrcb centres en G, 


On a done,, dans 


BiiflCMj 




r l m 2 "t 


‘ On etudie maintenant le mouvement dune masse m 
«r « Hip et hi « j»j) dans le rtfifrcnliel IS.' en 
translation circulairc par rapport 6 



Ce referentiel 3ft' n’etanl pas gaiiMen, ll eat nieessaire d’uitroduire la force d’mertie 


-* 4. %ocf 

d'entralncment / M - -ma (M t ) 3 — 


as. 


Apjdig ootis la loi fondamcrttale de la dynamic] u£ H la rttiatt m situft en M 
it » M ,M), m tenant compte des forces de gravitation exercies sur m par Mp et M 2 : 


-t, 

ma - - 


%mm t t 






<{ r 

<*., S m m , r 

Soit ma s - — - + 

r 1 

— —Ji 




■+ 1 

« 




rK 


Dou : BG = nr, 


M.M 


- | M { M J 


l\ 


294) Parti* 2 - Physique ^PSI 


Copyrighted material 



or 


Et 


M ; M = = r - Du 


M 


5G = - ( fm 


4 4 4 

r - Dm m 


' Di 




M 


D 


4 ^ 

Soil encore : oG = -^y- 


N) * 


-* i 

4 r 
“ ~D 


(n 




Le champ perfurbateur est bicn de la forme bG = — p l : | j- | avec ; 


4 ) - 


4 

%r.-u C) 

4 r 

11 "D 


M, 


Supposons main tenant que r « D, el dpeioppoQj Impression (2) au premier ordit 

4 

en — - Dfcslors: 


Et 



4 

4 T 



.t 


[(”-&)] ■ —t*b) 







4 

r 

D 



4 
re , 


Soil Hnalemcnt 





A cette approximation, le champ perturbateur sVcrit i 


_4 t&H I, ^ 

SG ™ f ] 


M) 


1 , b. On aide i I - ^^i/r z * 9(i? rV -6(u ? )* 

D s 

US! = 

! iim l 2r 

r 1 


D oil 


. 5 

5G nuo 


LV 


■2 r. Et 



M 2 
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Application numiriqu e : 

II 


= 2 ■ U2 ■ I0" 2 x( U66 - IC 2 )* = M2 ■ 10 


On, a bicn |sc||rui « 1 0 J cr I'influencc de M 2 sur 1c mouvernent dans 9ft' de la 
masse m pent etfectivement tire traitee en lerme de perturbation. 

2. a. Le systtme M,«i Mj dda prtm lire question est ici rempbet park systinnt Terre- 
I.ure. I. a masse 8m joue le role de m, Elk sera en equibbre dans frepfec en trans- 

lation lit 4 la Terre) si la rtsultantcdcs forces appliances csl nuile.soit en tenant compte 

des r&ultati du 1.1 : 


o = s/, +. ao). 


Soil : 


0 = - —grad V +■ G | + SG 
Pd 


(5) 




Awe Ci, = — 


iiF?r T r 


( r = TM > el 8C * ~^f{3 u ( u 7) -7 ] 


on TL = Dw , 



L> Oil 1 bn petit prendre : v P {x t y, t) = — [ C - ** j - i r* - 3^). 
Or z - ? i.ri-;qr, soit : 


m, , 

V r - f > “ 2^7 I - 3cos-f ) 




M 


fe> 


2*tup) Lechamppraviiatiomwl G ( peut ttfetgalement asaocit au potcnlid V , = 


L' equation (?) (raduisant * I’equilibre » dela masse d’eau Sw descent {p 0 = cste ) i 
= -gradj ^-+ V,(r} + v p (r h (p)j. 


+ 

0 = 
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La pm$ion au win dc Peau en « equilibrc * sc (raduit ainsi par l iquation : 

P 

— + V,(r) + V p tr, (p) = cile. 

Pi> 

El la surface librfc, asioci^e a unc pncssion utiiformc (atmdspbtre) Pp, admet pour 
£f|uuiiort£ 

V^J + V^.ip) = ate (7) 

Pour une Terre sans Lune, on a urait Vp(r s , ip) - 0 et V , ( > = cste * ce qui corres- 
pond & une surface blen evidemmeirt spbiri(|u< pour le module prfwati ici. 


Zuh*^ No to us llj son favors (Kj = k T ), 

La presence dc la Lunc rnodific cet itit et pour un angle tp donne (symdtric de revolu- 
lion par rapport 1 J'aste TL) h on note ; 

1-5,(110 = Ilf + s(<p) avec s(tp) grandeur alg£brique iris petite devant ltf, 

L‘ equation (7] donme alors ^ 

'Hm T m . 

Et err tenant comple de ceque [4 <i=: Iff ct cn ne gardant que Les termes du premier 
ordre par rapport a la variable > : 


D'oii 




etc. 



D* 


(1 “3cos J tp) 


vD (9 


+ 


"'lit-:' 

2D 5 


{ I - 5<os 2 f) = etc, 


Or 



« 1 {tf- Application numiriqut du 1. b*), d’oii ; 




31 reste & traduire, pour determiner la 
constant?, que le volume d'eau n a pas 

valid. Or 1'ilencm de surface 5S sest 
algebriquement deplace de st^ r . Soil une 
variation de volume : 

5V sfiS - II 



Etautotal: &V T = 
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$ ne dipcndanl quc tic on pent prendre So rn 2rcsinfHdip : 0 -*■ 2k ), d‘®U I 


SV T = R?1il sin <p dtp. 

J o 

r* 

On claii avoir 5 V t •= 0 f cequi impose sirup dip 

#s {* 

at I (3cos 2 <jp— I jKmiji o ■ I ( I -3em z (p}fi(ciM(|j) 

hj 


= cpsup-eos-’tp - 0 , 

On doir done prendre cste = 0, « qui donne tinalrniml favec R{ * R T ) ; 


J m i R-r , 

5 # - — t 3cos-tp=- 1 1 
I r^ T D- ' 


2. b.S) Hour un point N dans le plan equa* 
tonal qui coni lent la Lime {cl enonrf), 
on a : = s{^ = C) = s(.cp = ft) points 

N r ct'N, 

-Swill = ■!, V = f| poims NjetK^ 

Dbii! 



= s. 


- 


I^L 


R 




3«l R- 
2 m T 


D 3 


=> A # 54 cm. 


L 


[J’mrrc part, clans la moddisation 
retenue ici, I’cau forme on bourrelct 
d'axe TL qui lOurne dans 31. ' a La 
vitesse angulaire ca, uk>r& que la partie 
rigidc de fa lerre toume a la vitesse 
an gu Lai re (a, . Le point K, 1 Le a la Terre, 
ct conlenu dans Ic plan equatorial, vest 
le niveau dc IVau s'ilevcrdc s(f) avec 
ip{ t) - [fi> r -ffl l )r (on a consider^ 
qu*l t = 0, N esi $jru£ sur i’aneTLeiHre 
T et L) soil : 



's. 
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I m l % 

f ( 0 = t — - prjl 3 COS‘( DOy ~ M l )f — I ]- 

J- rFlT LJ 

Paiis ces conditions, le phinomfcne des- marcts prteenterait imc pcriode T m difinie 
scion : 

■ teT ' ■ sri! ' Tfr T 

T r T l ” T l 

or T t - 24 heures et T, = 28 joiira d'oy : 

T l(t = 1 2 — - hcorcs =s T, n = 12 h 27 min. 

l “S 

Commentates 


On obwrve bieo des. regions d* la Terre oft 6es nw r4es so nt vejvi i -diurnes (c'est cc qui « pass* 
sux Its cores atlinliijues fran^aiscs). Mais ccite p^rindicsEe n*qsll pas vakhk poiir tow Iff 
points du globe. 

Par cnntne h Ip marriage cst Sres influence par I a forme dcsoAles. Ainsi □ertaineshaijes ftumcnr 
des caviifc r£ sonantes qui eitnaiiHiiK dtsvakyrs tie h bfiaucoup plwdevdtt (bait du mom 
Saint Michel }. 
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Point cours 

Soient d«ux rtfdrentids i3t{0, x, y, z) ct vft'(<y, x*,y\ z ')■ M £t«it un point en 

motivement,. il poss£de arte vilest V a {M ) dans Sfi. et V a *{ M )■ dans W* La lot de 
composition des vit esses s’ecrit : 

V^IM) = V^(M) + VJM>. 

— ► 

La vitesse V C (M) encore appefae vilesse d’emrainement ist celle dans QfL du point 
coinddint avec M et appurtenant a W. 

Dans le cm d’une simple translation (pas fardment reetillgne uniformed on a 

V<M> . V*(0'K 

Le rnouvemeftt tie translaticm cst caract6rise par le fait que les directions d'axe 
OY, O y\ O'z' restent fixes le m on Yemeni dans 31 dm point O' dtant 

queltonque. 


— 4 — 4 -i 

On a iei V t ■ V,j, et V( balle/’jft w( ) ■ -Vji.- (Os vert kale ascendante). 
Soil: -V,^ . 


et 


Vfball e/®„ illl «) = -V l ii f -V fl iT Jl .= Vf 


zi 




La balk rebondil sym&riquement en consemmt le module d,e sa vitesse, d oil : 
a = a' et [vfj = |vf||. 

0 rcvicnt an nieme de dire quc les veclcurs (A, V 2 ' ) cl (A, V [ ) son! sym&riques par 
rapport 1 la scoondc bissoctrioc [cf, figure 2), <c qui implique ; 

VL = -v,* a « v; # = -vf,, 

Soil encore V' x = V, et = V a , 

■ — > — -t 

D'ou apreS reboiul, et dans ’M' : Vj = V ( ;i t f Vgia , 

llreste a repasser dans 31^ cn apptiquant dc nouveau la toi decomposition dcsvitesscs. 
Wsignow par V 3 fa viteSse de fa balls, il vient ; 

—*■ — t —*■ 

V - v r 4- V 
v 1 - V 1 * v c 
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aopjaxj 


L>'ou 


V f ^(V^VqJ^ + v^ 


Commcntaires 


* Pbur V s = 0 (voiture immobile <la ns SJt ri } n on otitienf: 
— -> _> 

V, = V, u , « gu: es| ihLdcmnifnl lc nisultat 


+ Pour V, — * ft. on a hum 


£ - v^ + ifr 


■Kfl 

1 La reorientation cUssiqwe do rebond elasuique tui un obstacle n'al giomtftriqiiement 
simple que dans Lc r£ftnenlicl oil t'abstadeesl rime, cToti PinKrti d’nptnerk changement de 
rfkrcnficL correspondarif. 

• l cs o-riglncs pr^ius des dsux rifcrtntids urilisfa n'intervienncol pas ; pour nep rimer ks 
vitesses par kurs compo-antes, ks vecieurs unitaires u T n u t suffisent, ei on peut utiliner 
La mime base dans les deux rCfercnlidls.. 




• Mcnons que sous Lkffet du choc 3a bjile, niatgr* une vltesse initials faMev sera projetAt i 
une grande distance car sa Vitesse aura cunRidfrahlement augment* (prendre par ormplr 
V, = & jii ■ *-' et = |& m s _] = 36 km ■ h _l ), 

ISien sdr, il y a conserwafkui dt Lknergie et k gain «a inergje cindtique de k balls (dans 
■K-) se fait an detriment d,c Lknergie cinttique dc La vuilurc. .. L p dkl esf imperceptible 4u 
fait dt La grande masse de oclle-d (compare^ A tvllr de la balk)., 


Traversee d'une rue 

Ufi piiton disine traverser une rue parcoume par rfes voitures sur une settle file (wait 
i sens unique), Line v&iture arrive i la vitesse Vg c&nstante. le ptetan marriie (on 
court !) en lignedroite, I la vitesse v constant*,, dam il choisit (ibrement la direction, 
En asslroilant la voiture a un rectangle de Largeur i pratiquement eg ale i la largeur de 
la voie., cakuler, en function de La distance d a laquelLe &e trouve initialement la voi- 
tune, La direction optimale du mouvement du piiton, c'est-J-diTt La direction qui lui 
perinet de traverser sans risque de collision., et avec la vitesse v La plus faible possible. 

On chercbera la solution par deu* m&thodes differentes. 
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Exerci«5« 


Com mentor lei courbes obtortues, 

b, Determiner la trajectoire du bateau darts, lie repeie lie am fives et retrouver les i&ultets 

V 

pr#e£derite, Gri st placera m coordonnets pdaiines de centre S 0 #t on pos«fa r| = 


On don re ume primitive de -X-r: I" ^ = Ifl 
sm® J irnfl 


tan | ® 


Hi, de ^u 3 il s&voir 

Points. Jrj court 

* Composition des vitesses, 

* Vitesse eit coordonn^es polaires* 

OutiU malh£matiique& 

- Coordonn^es poloiret. 

* Equal ium diflfcrcn tidies du premier onlre I variables separable*. 


Ml. C e cfTJ*il f stul doMpt*efi4fe 

i» a, En mtamique cla$$i<pt> le tempi est indipendaiit du rtfcrtniiel cboisi. On peat 
done miriimiser 3a dur6e de traverse en se plaint dans le refiremiel oil k prohkme 
e.si le plus simple 

b. Dans cette question, LI faut dvidemment se placer dansle r^Krentiel lieaux rives. On 
peat Joaer sur I'iio^le a que fait la vitesse V «v«c \* normals aux rives, et utte di*cw> 
sion devra dtre envisage sdon les valeurs comparers de V et de W. 

2 * s* Deux cas se presentcnt selon quc V > W ou V < W, a qui #fait physiqucmcrtt 
at [cnciu- 

b. It suffit de trad m re qu'en chaque point de la trait-do ire, la tangent? efl colin^aire a 

V 

la Vitesse. On peat sbtteridre ii ce que le rapport r| =■ — |oue itn r6ie important. Amsi 
si V < W, te bateau n’est pas assez rapid? pour « rcmonter » k con rant, et il «t prd- 
visiblc quc le point de visd ne sera pai accessible. 


1 Solution 

1. a. Plsfons-witu dans te tekrentlel -31' Ik 4 y i 
1'eau. Lc bateau s’y deplace avec Line vitesse d« 
module constant V. — r 

I- 

La durce dc la iraversdc correspond alors a : 



oil L est la longueur du trajet suivi dans ’S'.. " ^ 

— s 

Elle sera minimale pour L = d. 11 faut done orienter 1 axe du bateau (direction de V ) 
pcrpendiculai rement aux rives. 


TiqhtE 


aterial 
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m Approche analytique 

-> -j — ^ 

La vite^se du bateau dans ® ca v = V n + Wii t , solt en notant a Tangle { a ,V ) 5 
J v T = W- V sina 
\v T = V cos ex . 

L 1 equal ion de la trajectoire esl aiors (origine «n A) : 

\x = fW - Vsinajr 
[y = V cosat. 

L'abseisse du point d’arrivec C csf donn£c par 
yi r t: ) - il, d’oii : 

= f W - V isn « irr— 

VcosOt 

Le ehemin parcouru sera d'autaM plus court que C 
est proche de li 4r 

* Pour V > W, on peat rtSalis-er C =■ B 0 , e’esi-a-dire Jtq ^ 0. Il saffit d*iitipa$cr : 



« Pour V < W, la situation precedence not plus realisable et * c > 0, 
frudions rapidcmcit la fcnetion ot — > * c (oL & dfriv6e s^erit r 



dx ( 

da 



W- Vsina "' 


/ 


V LOSL7. 

cos a 


suit 


tk, 


dra Vco^a 
Idle s^nnijlc ptjur fl tel que 


| Wsina - Vsin 1 a - Vioda 


iWsirta-Vf. 


V 

$u\a = w 


VCQ£% 

et il s h agbi bien d'ttn minimum. 


On rctrouve airsi les ntsultats oMenuS par la methods geometrique- 
2. a. F-xammons lc$ diFTcrttntes IriijeetoLrrS : 
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Point cours 

Une Equation en polairt du type r = est representative d‘une conique. 

On rencontre ee i y pe de trajeetoire lorc de Ikludt du mwvernent d'un point mate* 

* 1C - * 

rid sounds a une force centrale attractive / = — — u, de centre O, 

* ie| < I corrttpood & une ell Ipse don t O cst Tun dc$ foyers, 

' |e| > 1 est assocte 4 nine hyperbole dont O est Vun dcs foyers, 

* | e | is L doiine une parabole. 


* Par ailkurs, on a : 

HB 0 

- rsinG = 

et 

= rcosO = 


{ , 8V 


d 5,n ! 


T 


9Y 1 


m 


8^ 


,H) 


COS0 


sin 0 


2 (-!) 




<3) 



Liquation (2) traduit te fait que k bateau con per a i axe desx, lorsque ceU «* possible, 
pour la valeur 0 de 9. Liquation (3) met alors en Evidence deux cas : 

- Soil r\ > 1 ( V > W ) et B 0 K tend vers 0 avec 0, 

II m iksult c que ie bateau atlcindra bien l autre rive cn Dg point vis£, 

- Soit r\ < 1 ( V < W ) et B 0 K tend vers l infini quand 0 —*■ 0. le bateau n’atteindra 
Jamais J'autre rive. II es4 entralite par le courant. 

On retrouvebien La condition V > W pour que le point vi$d B i: . suit efiectivemenl aitciftt. 


RouLement sans glissement d'une roue 

Une roue de rayon R route sans gtisser sur un rail recti ligne Ojc, Un point B I la plri- 
ptterie de la roue coincide i ia date t = 0 aver I'origine 0 do repine. Le centre C de 
=fr -i 

la roue a une vitesse V 0 = V Q u\. (V 0 > 0). 

1. Oitermi ner Les coordonrtees z( t) du paint B. On introduira L'angte 0(t) dont 

La mm a Lotirn* depute la date f = 0, 

Quelle est la trajectoire de B dans m referential 3t (14 au rail ? 
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Exernice $24 » 


Commcnlaire 

| Le point I {point d« lit roue en eohiici avec be rail), mtunemanimem immobile dans9ft P est 
k centre iiwtanlani d( rotation, et be point B «$»,<Uns ce rfftrervtiel, en rotilion iiutintinie 
autuur de l j>:e by, J 



2. It, On talculc dc memc I'accdiraiicin dr B m dirivant V par rapport m temps : 


t dV |h .. 
A - —r~ 4 016 

dr 


O^RsinO 
fit *' R cos 0 


A - ta 1 {Rsin0H jr + RcosGu,) - 


[/acceleration est done ccntripttc par rapport a C. 

1» Dans ]e rtferenliel dT d'origme C en translation roctiligne uni forme par rapport a 
A, Ic mouvement de IB est un mouvement circulainc d^fini par la Ibi 0(f). 

* Point cours 

Cooiul^rons un point M se depla^anc sur u n cerde de centre O rt de rayon R. M 
est en rotation aulour d h u n axe A passant par 0 normal an plan de la trajectoire. 

— j — j. ■■ 1 — ► ■+ - —* 

Dans la base polaire {a f , u 0 ). exprimons OM ■ Ra, et V ■ Rdn ft . 

On definit If wffMr rgtaihn U * fju ou n est (in »wtbir urtitalred* IW de 
rotation orients selon le sens positif; un tire-bouchon tournanf dans le sen* des & 

1 croissants sedeiplace dans ir sens de u. ^ JL A ® f 

Le veeleur vhesse V pent alors s 1 exprimer ^ L — — ^ 

in depend annnmt de toute base : r q L > 


V { M ) = tl a OM 


M ^ u r 


Le mouvement circulairc ctudtf Lei c$t caracrcri&t par le vecteur rotation O = 0w r cl 
V'{BJ = = £2 a CB. D h apr£s la loi de composition des viiesses : 

V(B)/tA = V(B)/31' + V f (B) 

H* - >> - — '* — l 1 

V = V' + Vp {‘At" en translation par rapport a 3ft j la vitesse ) 

V = ft a CB + vt. 
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La vitesse instantaneedu point M , esl cons- 
tamment dirigse vers Mj, et ion module est 
constant «» vaul v* 


Or He triangle M|OM 2 est rectangle et i&o- 
ctle puisqueOM^f) 3 OM z fr), el : 



4/ \(y u 

O OM, = OM 2 


(OM ;1 OM ; ) = (OAjh OA 2 ) * (OA,, OM,) -(OA^ OM,)- 


ll v Lent abrs a, =«,«-■ P'oii « projcunl la vitesse V, $ur la base firihonorraic 
it t u‘ fir port£ par OM, el u* par OMjJ : 

V? = | -Vco^ijji * | Vsin^ Jm' - V^y(-u+u'j (I) 

Or le.s composantes de la vitesse V , en eoordon- 
npes polaircs rJase OA , S^crrvpnl : 

vj = n? + (2) 

— >■ -+ — » ~ t 1 

avec (if, figure) u r = u el = u\ 

On a done en panic ulier r(/) = -yV, 

A rinitart initial t - 0, on a r - OA, - n. 

Lc point matfricl atteindra k point 0 (lieu etc rencontre deiijiiatre mooches) an bout 
cTon temps tel que : 

[ V Pdf { V est tine constitute). 

Jp 2 *k 

ffl Ji I 

Soil encore dr ■ ---VT=i d ■ -=Vt, 

2 ji 

.. ajl 

d on 



T = 


Pendant dr, la luouche M, aura ainn parcouru la distance ds = Vdl. An total, son 
irajet aura une longueur L - J ds„ d'oii ; 

L 


-j: 


Vdf =j L = Vr => 


L =l ajl 


t. On a montre, ii ta question precedents, que {tj. { 1 ) cl v 2 J ) : 
V, 3 V^(- Ml?,) = r~U r + r GwJ ■ 


On a done 
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Exericice 


* 


POINT MCT]K)L>E 


Povr determiner ^lifftrcnlicllc, .i s-i 





Liquation diffcrcnticllc dc la trijccioire r(U) esi dtors dunni* par liquation j 



La Irajrttuiie est tine spiral logdrithmique. 


Cofn:ncrntii ire 


^ Ois a nmnl re que ( C >M L „ V , ) = constantc ki ^ j. 

f’’eit tine pwpci&£ cawcl^nsrique cTim* spiral? Jctgarirti- 
miqiue. En etTct, on 3 {if. Eiyure d-Cojitrf) : 

ctrtaii qs = -^- = K = constante =5 — — K.® 
k 18 r 

ft i = 



Lfs lots honirci r(f) et 0( f) sVjbtienncnr I partir eks refarrons {3) ; 


dr 

dr 



dorirte : 


r(t) 



(r[0) 


a). 
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ly Solution 


1* Lc mouvcmcnt d'un projectile sounds A la utile force dc pesanteurest plan,, dans k 
plan defrni. par 0, g el v a fie re ftrentid terrestre 'sft esl suppose galiken. , Prenoiu 
Ox horizontal dans ee plan, 

L’equation du mouYement 


rtrrt - rr.-— = me 

dir * 


donne alors, cn projection : 


x * constanic = i^sinct 


z ~ - gi + constants = -^f + v^cosa 



x - v„sinH s i 


(x(t ’ 01 = 0} 


t = - -yr- + co s a ■ t 


(z(t = 0) = 0). 


A one dale t donn£t h la position £x h z) dc thaqut projectile est fonction de a, Liqua- 
tion par Its coordonn^es dc loos project ile$ s obtient en eiirtiinartl ot entrC 

Its dent ^nations du mouwement : 


z±-£t- 


* ;+ 2 S,i 

saner = — j cos a = 

V V 


(sinra + cos J a = i ) 


Equation d’un errde de rayon v^t, eenirf sur Os en C (jt c ■ 0* i c ■ - ] * dans 

I'espace, les projectiles seront ripartis sue la sphirf dc centre € ct de rayon R = v fl f. 

2, Le rfferentiel W esl en translation nectiligne par rapport au r^rentid 9ft* avec 
I’ acceleration constanic a t — g , ct eonfondu avee : ii a la dale t = 0, 

II est done caraclirisd par le mouvement dc chute libr* i a - « - £ gt 1 : il a pour origine 
le point €„ ct ks projectiles slloigncnt tows uni for mem cm dc C, 

Les trajectoires dans W sont done des draites parcourues i la vitesse ^ (a la date u 
]k sont A I li distance R = v 0 f Le rtsuilat e»t Evident si Ton compare les acc^lera-’ 
rtons d’un point M dans b deux reftrentiels : 

ri ( M i a ) = a ( M/ ST ) + j.( M j 
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avec icj : = / (mouvement de translation) 

wit: g - eti = 0. 

Le mouvement dc M dans Sit' esl rcctilignc et uniforme (i la viieac v a> cl'aprfes l» loi 
de composition des vitesses,. appliqucc at- 0), ce -qui cstbien lc rcsultat <Mja obtenu. 

Remarque 

On pent visualise? le cerde obtertu (dans le plan *0.2) en « arrfitani » |e mouvement 
des projectiles i une date t donnee - 



Verticale apparente sur un manege 

Syr te plancher duo mg nip, toyman! I une vitesse angular to constants autour d'un axe 
vertical (verticale tUfioie par la direction de g , le neferentiei terrestm itant suppose gait 
Ifien), un observateur went determiner la direction de la « verticale » dans le rgftrentfcl du 
manege a taide d'un fil a plumb {masse m suspendue a un HI de masse negligeable}. 
L'oljservateur tient lefilen un point A, a la distance x 0 de L'axede rotation, et i une 
hauteur h au-dessus du plancher du manege. 

II ajuste alors la Lonfueur du fil du pendule, de fia^on I ce que La masse m effleure un 
point 0 du plancher (sans qui l y ait contact,,.,), et it appelle « verticale » dm point 
A la direction AS du fit 
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U Caracteriser celts direction pour on point A quelccnque, 
2 , flue pensez-vou* do cette definition de la verticals ? 

il l. Ce ej Vaj faul saVoir 

* Isquilibrc dans un rfffrcntiel non galltccn, 

* Forces d'inerticr 


11 , de cpg’il faut comp reh efre 

1 . Le bilan des forces (et des forces d’ineriie...) appliqutn i la masse m silucc prati- 
quement an point B doit permetire de determiner la direction AB. 

2. On pourra reeherchtr [‘existence de cms iinguliers ettou de as limiter et s intttro 

gersat la signification physique d une telle vertical*. 


■•3. Solution 


1. Quel que soil le riflfrentid envisage, la 
masse tn cn B> pralLqucmcnl dans lc plan 
t - 0 du manage flournanl autour de rase 
O;)* est sounds* a deux forces : 

* son pt nds mg ■ - mg u . ; 

* id tension T du Fd h porlec par AiL 

Si on sc* place dans lc nJfercntieJ ./'/ lit* au manege 
(cdui od le point B est immobile* done en £qu t» 
fibre il taut y ajoutcr ks forces d’inertie liecs 

au mouvemcnl dc ;M, en notation uniforme par 
rapport liu referent id fcrrestie galilwn. 



Point counts 

Les forces dinerlie apptiqu^es k un point matMel M, dans un referenttel en rota- 
tion (rotation d’axe Os caractfrisAe par le vecteur ft ) sont : 

- la force d’inertie d’entralnement i 

f a - aOM + 3 a( 2 aQM) j; 

— la force d’inertie die Coriolis : 

f k - -2 w 3 a V(M/iS}. 


Dans le cas present, M = B„ la rotation est uniform? ( fi - cste } el f^devient j 
Z - -wrft a (O a DID s + f nQ i HB - + mft*OB 
(H est le pruiete du point mobile sur l h axe de rotation.*,). 
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D'llitTC part, f- K = 0 puisque k point B cfl immobile dans ft. La loi fbndamcntak de 
la dynamique, applique a la masse m, immobile dans ft, Bonne : 

^ ma = 0 = mg + T +/ ir . 

II en risulte que AB est dans le plan vertical oonten&nt Oz et A (plan Cter). 

Appeloiu x Pabsclsst de Bet ot : Tangle dc AB avee Oz, En proictanl sur la direction per- 
■a ^ 

pcndiculaire il T : -m;sina+ rn(i> 2 xcoscx = 0 so it: tana = (1) 


D'autre pari : tan a ■ 


x - x,. , 


soil t x 


<D A 


et, en reportant : tana - — (x ft + Juan a) 


(. ® J IA to 3 

tana l i = — o 

f J if 


+ ft tart Qt 


tan at = 


X :i 

A-h 



en posant 



La direction AB rat ylnsi d4lennir{c par langle a quelle fait avec Qa, dansk plan aOzv 
2. Le r&ultat ct-de&sus appelle quelques commenlaires : 

* Le cal cut et k iresultat n'ont de sens que pour ft < Pour it > ft^, k 

re M 

point B e$t rejeli k Tinlm i (a augments et tend vers ^ k mesurc que fobsetvawu r laissc 
gISsser k fiL,,). 


• Pour un point A donrk, 6a mithodt proposicdtEmit done bkn uree direction AB uni- 
que, repdree par a trf que : 


tanra = ; — si 

ft < h 

-5 

i 


mai 


« = ? s| 

ft ^ ft 


= iL 

"*■ (l) 3 


i mV 


Pour ft 3= la * vertical? » du point A dans ft esl horizontak Basis ft iefra[(t J 

* Le eaku.1 precedent garde tin sens pour ft — # 0, ckst-a-dire pour un point Atr£$ pro- 
dhe du pbndier du manege : 

ta'x 0 (1J 2 X 

lanot — > = (coherent avee 3a relation £ 1}). 

ft —* a & $ 

(A la limite, on a un ill a plomb de longueur nulle !). 


* Memc si ccttc dellnition de la * verticals » eat logiquctnent cohcrente> on pent 
s'intcTrOgcrsur sa siptification physique, En part icu lier, pour un point A' struck long 
de AIL la « verticals » cst-elk la direct ipn de AB ? 
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£tudions cette droite AB, elk coupe Base Ox en un 

irt. 

point C t d 'ordonnfe z r et tan ft = — • — — 

z c z c - IE 

(les triangles COB et CHA soul semblables. 

On n done* par identification : z c m h - -&- ■ 

fir 

La position du point C est mdependante du choix de 
As mutes les « verticales » des points A tels que 
h < sont cojicouranles au point C ! 

Eieciproquement* tous les points A' aligner awe C el 
A ont engine « verlfcak » CAB. 
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f , = rmV 

ti'ttu finalement - 




m 1 _ t mM j 

m + mJ 2 m + M " 


^ _ ^(m 4- M) 

2Jt£ Q mMVQ 


Commmtaires 


• Si V 0 la divine* i»»iiiuaie d’approdie eat plus EalMe, it qua est coherent 

puisqu'on lance P *vec ufw erwrgie iinjtiqut plus grande- 


■ En irttrodubajit u - — (masse rtduiie du sysifrmeh *f_ = - — L — ; „ 

’" + M 2ne„nvJ 



1* b. a) 


4 


POINT COURS 

bt referential taarycenirilque est un referentse! d’origine G centre de masse en 
translation par rapport an r^toentiel du laboratoire. 

Si It sy steme est pteudo'boli, il y a. conservation de la quantile de mouvement du 
systemeet done le barycentreG a une vitesse constante*Si le rdfdrentid. du labors' 
to ire est galiMen, il «n sera done de meow du referentiel baryeentrique. 


Dans le rfftrentiel du laboratoire, la vitesse du centre de masse donnle par 
— * — ► 

— + mV. + MV D , . — > mV 0 _i 

V, = r - vautici V G = 

’ m + M m +■ M * 

La loi de composition dcs vitesses sVcrit : 

Z = V^ + tV?) a 

o = + 

'■ 'i 1 1 — J- ^ 

VJ el V q etant respectivement la vitesses initiates de P et Q dans le referent iel bary- 
centrique n 

d'Ou: iXf) 9 - V Q ^ 


mV r 


MV r 


m + M m + M 


Uq)u = - 


_wV 0 
nr + M 


1- b. p) 


41 Point cours 


Xp = GP = Xp - x G 


Dans le rdemitid barvcenirique et k chaque instant \ 

■ x q ” GQ - Xg, - x c 

»v« x G = rr^ 

b in +■ M 
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On re-Ctmnail (’expression de ^ ' m + ^ 


2iEErtmMVi, 


d'oi' (0 = 1+Q -;)-*» 14) 


la distance mini male d*approche cst r m idle que r - 0. 

(tl) ** 


Soil 1 - d„ 


=> r„ = 


I + 


GO 


Reniarquons que bisque a -4 »> on se retrouve dans le ca$ prudent el r m ■=* d lW , 
L expression {4) sc ri£crit & ll'aidc dc d m cl r m : 

L i f \ \ A 




I Point m£thode 

htathematiquement, 1’i^ujtion f -^1 = /(r) donne - ± Jf( r) . 

Physiquement, on tew Hndtitermination du sigme. 

Id, r diminue an cours du temps done r < 0 [phase de rapprochement L 



t - -V rj /— — (relation manifesieineni homog^ne). 


Posons u = or obtient — - — - 

r m r m ^ r -i ■ 

11 apparail un temps caracteristique : 



T - US 13, 

V, 


^equation du mouvemcnl devient : 


du 


.-i 

u 


£; 
t ' 


On rceomaii h prirttiiiw denote par lYnonctf bisque rvaric de a a r(r), u varie dc — 

fffi 

it On obtient done ; 
r oi 

( Arg ch(Vw) + -juju - 1 \ a / Tjr - --■ 

Le temps i* pour aueindre letat r = s'obtknt en fatauit — = | dans Texpres- 
sion pricfdenle soit : 
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Exe-rcice szt 


# Point materiel sur une sphere 


Urn point materiel M de masse m est assujetti § se diplacer sur unesphlre de centre 0 
et die rayon o. Li liaison est bflatirale {le point M ne peut done pas quitter la sphere) 
et sans frottements. Le moyvtmeeit; do point M «st reperl pur ses eoordo nnlts cylin- 
driques r, 0 r i, I'axe 0 1 Itant confordu av©c un des diamlfres de la sphlme, 

. — i- ^ 

A Hnstant initial, le point M posted* one vitesse V 0 = V fl tr s tangents I la sphere 

et perpendfculaire a Of ; II &e contend awe un point tel qut (Or = ot 0 
(rifl € ]0, ji| i et done de cote Zq, - acosci 0 , 

1. On suppose dans cette question ('absence de pesanteyc 
Oecrire le mouvement ulterieur du point materiel 

2. On dlsire prendre en compte la pesanteur, I'axe Oz corns pendant I la verticals 
ascendante : g ~ -juti 

a. , Montrer quo dans certains cas. on peut observer un mouwement circuLairt d'axe Oz. 

QueLle valeyr faut-il alors do oner a ? CommenteL 

b, &) Justifier que Mnergie mlcanlque E. s assoeile au point materiel est une cons- 
tante du mouvement. 

Cette Inerjie E ffl peut se mettre soys La forme ; 

E* = 1 + U t „{£) = E fl , 

E^j etarrt ctefinie par l« conditions initiates, et f(i) 0„ 

On a trace les courbes dormant ’ 


Z = -^KZ) 
o 


U ^fiUK E 0 

mga 


■ l <r cas : otp = 0\4 ie, 
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■ 2* cas : = Q,7it. 



pi) ^expression de U‘ rff tJ) est do ranee par : 


U eff U) = mgi +■ 


mo^sin 2 ^ 

Z{s l -z l ) 


Lortgine dta rinergie potentMle de p^smteur est prise en 0, 

Retrouver its n^s-ultats obtemis au l* 9, 

6) Hontrer qua U com ptjsa rate o fh selon n !t du moment cinftique en 0, 5(0), «t 
egalement yne constants du moyvieroeraf. Justifier slots fepression de li eP( {z) don- 
nee m 2* p). 

Que peut-on dire du mouvement du point M ? 


I Solution 

1* lx point materiel w dcplacc sur une surface spheri- 
que dc centre O el de ration 43. 0 e$t soumis j fa rdac- 
tLon R qtsi est nor male a cette surface (liaison aims 
frotlemcnlsj et donc cafirse-tirei 44 * 

R — Rw (Ralgtfbrique dans «Hc expression). 

Le Support de Cette fore* passant par 0 ( San rnomenl 
en ce pairs t est raul : 

itjfO) - <f. 

On esl done invite a appliquer le theor£me du moment cinitique en O selon : 

- 3(0) = 3g(0) = J. 



CHapftre 5 - W4c®nique 2 p3l 


btercke m ■ 



Exerdce s*s 


II en rfrsulte que le moment cin£tique O' (O) est une cons! ante du mouvement dont la 
valet] r est don nee a partir ties conditions initiates ] 


-J — — * -4 

o(O) =■ OM ( a muVjjUfl 
soil ct(O) - ifictV l( il£ 

m* est un veetcur constant conknu dans 1c plan (0?, OM 0 ) 
cl pcrpcndiculaire a 0M g (cf, figure d-contie). 

— — t '4 _► 

Oil a done, quel que soil *i OM a mV — ffidV^Uj. 
Lcvecteur OM est ainsi perpcndiculaire a u^. 



La ir^jevtnire suivje par 3a partidc est dc ce fait un grand curd* de cfrtlrtO passant 


par M t ct content* dans 1e plan (OM 0 , V e = V 0 w 9 > perpendaculatrei h 0 , 

Cctle trajcctoirc circulairc sera dccritc I vitesse de module V 0 constant commc nous 
I'indique le ihtor£me de rtncrgje ditecique : 


— = = i-\? = 0. 

dr k 

La reaction i? est a dhaque instant perpendietdaine 5 k vitesse (absence de (rottements). 
Onabien E c = consume, wit m = csrc = V fl . 

4 -t 

2, a. On tient wmptc dfsorflsii dc la pesantter aixt jj = — jf h . r II nVadonctit g(ni- 
ral ni conservation du moment ein£lit|ue en O [It poids ne passe pas par O) rti conser- 
vation de Iknergie eirktiqwe (le poids IravaUte quand z varie). 


On clwilw i demontrtr qu’une trajeeloire eirculjtce 
dkxe O 2 est emdsiigeible, 

Dans ee cas. I ’altitude du point M est constant? ainsi 
que son ^nergie poientielle (E^ & ttigz avee »ne en- 
gine arbitral re en O), Le thdor&me de Iknergie dneto 
que se traduit alors sdon : 


—r^+ -~r^ = '-P- = 0 [absence de Crottements). 

dr dr r 

Soit encore e c +e p = cste, el done E t = cste. 


L r n tel mouvement s'effectue i module de vitesse 

constant m = v,. 



Ainsi I' acceleration A de M Stir Sa Irajectoire eSt Ccn- 
tripfrte et vaut t 

-J Vg -*4 l TJX, 

A = j~jt^ JJ r 011 1 ^ “ U5tn« 0 * 

La ioi fondamcniale de la dynavnique n’est alors veti- 
tiee que si I'egalite suivante est realise : 

4 + 4 -> . 4 

m A = rtig + K - + Kn , 
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. . “ o ->• F , -+ 

s*0it ; -m — : = - rrrgw. + l\u , 

USlElOo r * ‘ 

Une condition n£ces$aire «t ^ que ra^, > ^ icf,. %»«) * J 1 

resultanfedes forces mg et H doit ftreopposec O ' L '" i: 

•3 ? >. p ^ 

DWtre part, ondait avniravec P ■ JT-CC^ : „ , “ F 

i-*i i ■'? r^~» 

“i - 4 * 

D'ou: ^ 09 " 

ag eos« fl 

En conclusion une trajectoire circiilaire d’axe O2 n’est possible que pour ex l5 . > ^ el un 
module de vilesse V t tel que 1 


sin^Ctun 1 ^ 


(cos« v <0]. 


Commeniaires 

I - La partkuk devini tt depJartr dans ie plan z = tsce, il faui que La composuiu R_ puisw 
£quilifcirer Ic pokls, mme r 


E ' \s' 

if 




°k. if 


* 

mg 

\ < On < It 


Aiiui, dans k premier os, Ha risttltinu des- forces seraii «i)tri%,ce qui est incompatible 
avec un mouvemejit ciroikire de centre H. On retrowre k condition a f , > ^ ■ 


Et piiiir il.-, > - cut aura 


R, = -liticosfto = mg 
Rr ■ -WIsinQu = 


A in. si quand dimimie ft tend vers — , on doit avoir (dn mo ins tfotkiriqyemmt) 

|it | — * et done Y — > t», ce qui redofSEie bien V . — * +«■ qiiand ta,, — i 
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Exerric* ** 


2 . b, ft} La participle fit mu mist a mo paids et a la reaction lit, Cette dernkre tie tm- 
vailk pas purpendicutaftc a la surface de 3a sphere : absence de (rotlemenlab Quant 
a u poids, on pent lui a&socier une energie poientieile E = mgi {origine prise arbitral- 
dement en z - 0). On a done d’aprfes le do Leiwrgie cinltique : 


dr 


?' , +■? 

E 


poi4t 


0 - 


dE 


d t 


dout~(Ep+ E c ) - cfle=> 

Ifi, lYnergie m&anique eat bien uneeoiuiante du mouvennent definie i parti r des con- 
ditions ini bales : I* TO = E 0 - 'BiVj + nj^,,, 


E m = £ £ + E p = cste = E„ 


On a de ce fait : ' mV* +> mgt ■ jutvj + mg£ { , avtc V 1 ■ r l * f 2 0' ■+ z 1 . 

En eJinmunc t et ft, on aboutit a t'etprosion donnde dansle texte. Le* vakura de z 
correspondant ait mnuYenient doivent verifier : 

0 eVst-a-dire ^ E 0 . 


[je» valeurs de 7. = - accessible* 1 La pariieuk sont definies It pdrtir tie 3a condition 
FtZ) ^ CL 

Ainsi su.r la figure ei -centre, on pent rondure que Z(t) oscille (de bfon non sinusoVdale) 
enlre les valeurs extremes Z mm = Z, et Z nuj = Z 2 . Aux point* Z, et 2^ on a bien F(2j - 0, 
et done z = 0 , mats In p&rlicule ue peut pas se mainienir aux altitudes eorrespondantes 

( ^ «r non nul en Z,cr Zj). 



■ 1 CT cas: otg = (J.4 it $oit ■ Q,.J1 a. La posi- 
tion initiale se situe dans 1' hemisphere superieur. 

Le mouvement eat bien periodique selon Oz, 

Zit) variant enlre h vateurs Z 3njsi - — et Z min , 

a 

U’une part, Z mi h tend naturellement vers La valeur 
- 1 quand V Q diminue It % fia^ (pour V fl - 0 la par- 
ticuie decrit dans le plan vertical nontenant I’axe 
0,r et Mo fare de cerde — > A — ? M , — > A , „ ), 



0 < V nt c V w <e 
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D'autrc pari, Z min trad vers quand V n aug- 

roerttc * iitcHfinimeni *. En cffet pour unc vilesse 
iniliak suffisammcnt importanteon pourra negli- 

gpr l'effet dc la pcsanteur |wrV 2 s» mga et on 

retrouve I la limrtjr k cas dkrit au L pour IcqueL 
k I rajeetoi re w sit uc bicn «nl re - z^ et + % , 


■ 2* east 0^ ■ OjK soil %# -0,59a, le point 
M 0 sc Irtmvt alors dans I'htephtre infcricur 
4 Jl app-arall une viressc anitkie critique V £ associ£e 
j V,^ La settle valeur possible de a correspond 
alors a 2 q {on a F(Z) positif pour Z =* Z Li , et 
FfZ) - 0 pour Z - Z liS soil z - 

La particuk deerit un petit ccrcle d’axc Os a la 
vatessc constants V c . C’est la situation du 2. a. 

4 Pour Vjj < (c«sV w et V fl , z{ r) oscillc entre 
une valeur in < * 0 el une valeur mas i male z maj( 
oomme 13 se doit, vers -a quand Vgdirninue [cf, explication donn& lors du l tr cas), 



= z Q . On observe que a mijn tend. 


* Pour V D > V L (cas V fri ) s( i), varie period Iqueititni entre t a 


% <1 z q 


z mM1 tendant vers (z 0 < 0) quand V D croit mdefiniment {<f. explication donnee lors 

du F tasK 


2, h, P) L’dioncf doniw ^expression dc ; 


U cft <2} = m$z + 


m& l vlm 2 <y, 0 

2{a 2 ~ z 1 ) 


La trapecloire suivie par 9a partkule sera un eercle 
d'axe Or et de rayon r 6 = rrsineq, ( i i} * a coses,, } 
si. le graphe de U^ 1 ) correspond j la figure ci- 
contre, IlfautatsisE assurer que seuEe la valeur a^de s 
est possible. On doit done avoir : 

v r ,M - I-;,;, c i) 

el U =n {r) minimale pour z = (2) 

La premita condition est automat iquement vtnfkk puisque les conditions initiates 
sont idles que et ? = el done z q = 0.. 

Calculous abrs la dCrivCe premiere de V tfj {z} 



dU fft <e) FFE^vJsin 2 ^ 

dz " mg {ai-z 1 ) 1 * 
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Soit encore : 



f | s^JsinX 
\2 m d J- a J 


+ 


= ^ 


et /{r) = — ^ > 0; 

1 


On retrouve bien r expression propose*? au. 2. b. pK 

Lk etudes precedent c.> montrent que la trajcctoire dessmle sur la sphere results de b 
combinaiiKHi d'un mouvemcnt oscillani scion Or (z -.^ < z < r llMS ) et d'un raouvc- 
ment df rotation par rapport a « mime axe caract^i^ par uiw vitessc de rotation G 
dtfinic positive et donnfc par (4). 

On peut ainjj tracer Ibiliire de cetse Irajectoire : 


V tfJ (z) - mgz+ 


uta 'v- si n 2 0t a 


2U l -z l ) 



Point materiel sur un cercle vertical tournant 

On point materiel M de masse se deplaee sans z 
fiottement Mir un& drconfirence de centre C et de c, 
n^on a, contemie dans un plan vertical Par rap- 
port au. rffliontfel terrestne, $uppo*§ galilien, ce 
cercle town* | la vitww angyiaice o> constant* 
auteur duo axe vertical, tangent i La cirtonferenee. 

La position du point M est reperOe par ['angle 0 que 0 

fait CM avec la verticale descendants. 

1. Dltirminer les positions d%uil.ibre rdatif du 
point M par rapport m cercle. 

2. EUidier la stability de cts positions d^quUibne. Co>mmenter, 
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Exerdee sib 


I Sojuliob 


1* Introduiionfi Ic rtffifrcnticl iStOxgi) {Oz est 
I'iBtf lie rotation du ancle dans le r£f£rentiel ter- 
reslre, el O y contient le point C centre du eercie : 
cf. figure). 

Ce referential n'est pas galileen, Dans le point 
■+ 

M cst soumis a son funds P =■ mg , j la rdaction 
-* -*■ 

R de la circonference ( R. est perpend iculaire 4 

celle-ci puisqy’il n'y a pas de frottemente), ainsi 
qu'au* forces diner tie (pour one iiudcd'^uili- 
bre dans $&, ccs derniencs forces se reduiscnt i h 
seulc force d’inertic d'entralnement}. 

On a donc h pour M immobile dans St : 

4 ^ 4 -* 

0 = rr.-i ; * + R + f k 


or (ft = U)« r « cle ^ f- lc = mupHM 

d ou - 'ngtt.+ uj(O j HM + R - 0, 

Projetons cr tie equation sur Ea langente it la 

dnCCmferenee : -rngw . - /x # + miO^HM ’ + 0 = 0. 

$t>i i ’-mjfjiin ft + m so- ( a + <r sin 0 ) cos 0*0 

ct(fl = 5 n’^tant pas solution) ! 



taOH = ( 

X 


+ sin 0) 


(I) 




o 


H 


M 


Ltt solutions ne dependent que du param&tfe sans 

dimension r\ = — qui compare « IWIfniion 
Jt 

centrifuge * pour r - HM s a -qui aurait ten* 
dance, a die scute, £ placer la particule m D - placet* 
teration de la pcianieur pour la quelle la position 
prefcrent telle serail P. 

Les deux diets vonl dnircmcTU dans 1c mime sens 
pour 0 e } ^ ; n et 0 e f ^ ; 2it J (on a pri$ 0 ■ 0 

pour M = P), II n’cxiste done pas deposition d'eqiiL- 
iil’irt- dans ces deux domaines. 

Les positions d’equilibre jic peuvent cormpondiv qu'4 une compcnation de «s deux 
eflels, ce qui se traduit par une force tangentielte }\, nulte qui nous a conduit a la rcta 
tion (1). Cda va se p rod □ I re pour une premiere valeur e [^ ' 2 ] et P our une 



;3S-i 
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second? flj € j it ; ^J, Commc navs k montrc 3c graphe a-dcswus ou 1'on a rcpri- 
■>cnte lesdeiLX fonctions : 0 "=4 tanO el 0 J — ► V[{ 1 + sin0) 



2. fourtiudier 3a stability on peut soil ^in^resser aux variations en fonetfons d? 0 ek 
la force tangent kilt f$ pew 0 voisirt de 9 t (ou dc 0 2 )■> tludicr la fonctfon energk 

potentielle Ep(0) dont d^rLve / B (on a en effet / a = ---r^- K 

tj do 

D&erminam E p [G) : E f (0) = E p (0 ; pes&nteur) + E p (0; force d’inertie) - E p + ti., 
or E r =■ + wgz{ M > - -hi^cm 0 (origin? prise en C) 


et dE p . - -SW f - = -ffra^HMdCHM} 

soil Ep =-|m(0 J HM J E P . * I 4 sin&) ; . 

Ale tola], E ? = + sinfl] 1 - wjrtcosB 

OU cnCOrc h tn tlivisanl paf nrga : — — = -CO>8 - 1 + SLO-fl) 1 

mga Ig 


soil 


E I 

— ™ = -cos 0 - T il(i + sinfl ) 1 
mgo 2 


= *,<&) (2) 


Trains la fonction 11 -t g^(0) pour 0 € |0 ; 2 k] : 



-rial 


Exencice ho 




Exerace jji 


Gcrivom maintcnant la condition dkqutlibre de la m : 


•+ '> + ■# —4 -* 

rttd = 0 = rtfg + T + R n + R t 


( k T composante tingentielle de la force de contact). 
Soil, en projection : 

0 = nijj silt a - T ± H T (avec R T > 6 ) 

0 = mucosa - St s 
et, dans le cas tie IkquQibre limlte : 



R t = /■ R n - tamp - R v 

D'ou deux cas scion que k mouvement s’ amorce vers k has ou vers lc haul : 
- soil,, a la limik du mouvcmcrit vers ks x positifs : 



T = ni'jjc«sii = mjjsina* tantp - mjrcosa (R N •nijrana) 
I’equilibre esl done rampu des que : 

m' < W|/ ni( - -^[sintt- tanq> • casft) = n*< tun tic lamp) ; 

* soil a la 11 mile du mouvement vers le& x ikgatifs : 


{0 *t= + 

T = ni'gcQiCL - mu-sin 0 ( + fcinfp ■ mgeosa. 

I’^quilibre est done rompii dirs que ; 

m* > s rr»(t*ma+ lamp). 

Finakmcnl. les conditions lixant la possibility dkqudlibre sent donnfe par : 

.. m* 

tan Ot - tan# < — < tanft + tamp, 
m 

£videm inert, si « < ip, la limvtc infarieure re jjoucpas.ee qui trsduit le fait quek glis- 
sement vers Its .v posit Eli est alprs impossible. 

On vdri tie faei lenient que dans le eas ou le frotlemenl disparait (f ■ tari 6 p-+ 0 ) n la 

r 

condition dkquilibre dev knt — = Lana, ce qui correspond blen i d - 0 daprts le 

iff 

resultal dc la premiere question. 
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{raSyst£me couple de deux masses 


Deux points way riels (masse et (masse 
m 2 } sant rette par un fSl ioextensible (Longueurl) 
saos masse et pa rfaite merit souple. La masse M l 
est assujettie i w dlplactr sur I'axe vertical Oz el 
la masse sur le plan horizontal Qury> Le fit passe 
par un tron suffisam merit fin srtue au point 0 du 
plan Qxy. Toutes its liaisons sontsans frotte merit. 

Dans ffrtat initial la masse m 1 esl ert on point de 
cote z e ( & < z g < I) et sa vitesse est nulle, la 
masse m a est a la distance t Q = l-z 3 de 0 et 
possedE une vitesse orttionadiaLe de norms V 0 
(V # >0), 

Le moovement est rtpire poor It point par sa cote z(f) it poor par ses coor- 
donnfras potaires r(t) = QM ? et 0(f) = Co*, QMj) + 

1. a. Morvtrer qu'tL exists une valeur critique V e de V tt poor laquelie le point M t rests fixe* 

b* Justifies quo Linergie m$canique E ffl du systAme des deux masses m,et ftf 2 une 
constants du motive ment, Quelle est sa valeur ? 

c, Uteri re ct qyi se passe qualitative merit pour V 6 < V e puis pour ¥ 0 > V ( . 
i, a. Conner les expressions reliant z(t) it 0(t) a rft). 

b. Compte teno des relations du 2. A*, Lequatton energe tique du 1. b. peu t se me Lite 
sous La forme : 



|t m, + +* U(z) 


0. 


«) Virifier que l F on a U(z) - 


a-zy 


-1 ”|»|J(Z-J,|). 


On don ne L'aLLure des courbes l - ? -* 11 fT '‘ - 


U Z (I) - ■- • - pour diffa rentes valeurs du 


rapport ^ I rtt 1# m Jr t fix^s (on note l 0 = ~ ). 
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Exerctce 


Que repr^sentent les courfees {!)., (2), {3) et (4} ? 

P) Donner les caract&ristiques generates du mouvement el tracer failure de la trajec- 
toire stjivie par Le point M ?r 

3* On donne maintenant la valeur V ( (l + e) 1 la vitesse initiate ¥ 0r ey Je| eat sup- 
pose petit [fevarrt l r yn.it4, On pose r = %(l-PTKf)) avet « l. Etablir 
liquation du moiivement en rut) ert fcncticn de e, du temps f et de la grandeur 

Q- P^V- 

^(rrt 4 + m 2 )r Gl 

4, Comment sont modife tes i&uLtats precedents si I'on supprime m l et que Ten 

— i r .+ 

earerce aw point: M, un§ force vertical# constants F, = f 0 ■ u,t Out s# passe-t-il pour 
h = nttf ? 


I Solution 


1. a. Lorsque M ( rest* fixe, c est que M-, deer it un 
cerde de centre O, de rayon r 0 et de vitesse (bien 
evidemment orthoradiale) V, = V c (vitesse criti- 
que que I'on chenche a determiner). 

La masse m, demeurant immobile, la tension T , du 
—* -+ — + ->• 

hlequilibrelepoicLs P t = m t g soit : T , = ~m l g. 

Le fil esl ideal (inexterusible. sans masse et infim- 
ment soupleb le$ contacts en O el stir le plan 
s effect uent sans frottement, on a done : 



T r = T 2 d’oii T 2 = w,f. 
Enftnje point M, decrivant une trajectoixe dmilaire pos* 
sedc une acceleration a 2 telle que (coercion nees poLaires) i 


dV dV 


V-. 


d( 




Etd’jprisla loi fundamentals de ladyrtamiquejpptK|LL£e 
a Mj (en projection surle plan horizontai O.ty) : 


On a done : 

dV 


dr 


- 0 et 


"*i a i s Tj = -m t g u r 





v = 


Cl) 
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1 . b. 


1 


POl^TT COURS 

Le thcorfcme dc la puiwancc cinel it|ue applique a ur Systfellc materiel s’^Crit 

l!f ,g> + g>. 

Si Ptjn conddtre onum iyslime [’ensemble comuilue par leS. points rtiatfriels M, 

— * — * 

el M jh lcs forces de tension Tj cl J 2 s<mt interi cures au System C (cLIch SC tfansmet- 
tent id d’un point a I’autre par rinlcrmediaire du HI). It four done s'mleresscr a la 
puissance in t^rleure Iat qui’etles d^veloppent. 


* Point methode 

tJ revient au mcmc d’appliqucr le theoreme dc la puissance oinetiqnc a chacun ties 
poi nts. 


Ain-st, pour 1c point materiel M, ; 
dE, 


dE r 


= 3* | ( poids) + T 1 ' V| - 


+ T. - V l+ 


df '' r ' a k dr 

E represente 1’energie potentlelle de pesanteur associee k la mas-se m,, soil i 
E = -«j| gz [origins prise en z =0). 

Dc me me, pour Ic |>oi nl ciulerieJ Mj : 

dE^ — ► — > 

-j-= = T 2 ■ Vj (le poids ne travaille pas, pas plus quelt inaction werticile- absence 
de farttonents - du plan). 

Au total, avec = £.. + E r et E„ - E„ : 

C C fc Cj ? Pi; 

f/Ec+E,,) = TV^ + V'V 

Or l) ■ v) = -T, ■ i (T, = et = i v £ l 

De plus, en coo rdonn^es polai res - r ij* r + rG 
etavec T 2 = -T 3 ~u f j] vient : Tj ■ V a = -Tjf 

D'oii; fl ■ +Tj ■ - -T,i ~ Tj r. 

Or I, - Tj {cf- LaJ et z + 1 = l soil r = -t. 

Oil a done ; 



= -T,z 


0. 


thapitre 5 - M^cartique 
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ial 


Exercke si? 


Exerdce m 


L'energie m£canique du svsieme, defimt? scion E m ■ E c + E_ + E p , est bien une 
constant* du mcuvement, EJle vaut E 0 - -mVj - m t gz a . 


Soil 


E „d 0 = £ n= 


i2) 


1. c. ■ Kemarijiions lout dabord que le point materiel M , n'est hfirizoflialfinent »u- 

mis q y a 3* force dc tension T = -T u r du fi( ( pas dr frotteiwws ), Cette forte e it cen- 
tral* {dr centre OK ainsi le mouvement plan dr M> doit conserver son moment 
cinctique cn O ; on a done : 

(3) (a(0) e AVt *t m 2 rV B tf E K 

L evolution du systeme doit done respecter b constentes du motive ment ((2) et (3)> 
ainsique la relation r(f) + a< f) = I traduisant Unextensibilite du til. 


rV.^roVo 


■ Soulignons maintenant que la vitesse V fl (diflifrente de V.} correspond nub pour M ; . 
I) uti mouvement circulaire de rayon r 0 pour unevaleur T e , de la tension definite selon ; 


m ,V 


i T D 


= T fl s? T. 


« = 


id 1.) 


Aina pour V 0 < V., on aura < m t g et 3a masse tn t esl tout d'abord entraln& vers 
le bas (m t g sup^rieure it la tension du fil) : z Jugmente et r dimiiiLic. 

Pour V, > V t , le mime raiwrnement conduit ata situation inverse. 


■ On pent ^alemenl definir la valeur r d* rpour kquelle lesyslime fmirait par se sta- 

+ . -» 

biliser en uriagmauK par exempt*, une force de frouemenl du type / = -%r u, $‘exer- 

<fant sur M . ! vette force conserve ( 3 )). 


Dfes lors : 

Suit iinalcment : 


IHjV' 1 

me r'V' * r^. 

— P - " ( t£ 


=, = 

— ;y— = 

r v 



On a done r* < r Q pour V l} < et / > r„ pour V # > V, , 


■ Analyse qualitative : 

Lc mouvement du systemc doit oWir aus lots de conservation t 
\ nt\ z 1 + l + \ ™i Vfl - m, gz = E„ 
' ** = **V a 
r + z - 1 => r\ 
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* rcas:V„<V f 

D’apres. ce qui precede, on pent rondure que iJiSJus un premier temps, r diminue (et z 
emit), passe par la valeur / d clinic plus haul avee une vilcsse r < 0 non nulle, el finil 
par atteindre une valeur r wini < t* (r =0) sur bquelle i ne peut pas se stabiliser 
(r mill * r' ;de plus on a nfcessairtmenl r min > 0 puisqui rcstarit bonier ne pent pas 
tendre vers 0), Le systfcme repart done dans t autre sens. On observer a de$ oscillations 
non sinusoidales de r(r) enlre b valcurs r niill ct r e (ct dcM, entre a miI = I- r niiin el 

2 o ■ J “ r o )- La trajectoire d,e m 2 ressemblera I une « msace * tangpnte in&rieurcmcnt 


au eercte (O. r 0 ) et exterleurement au cerde [O, r min 




r 


r 0 v a \ 

rHt)' 


*l*z& s : V 0 > V 

Les conclusions restent lea merries r£tj evokiant celle fois-d de r 0 a jr maK > r 0 {on a 
bien ici r > r 0 ) , 

Un tel mouvement nest entierement possible que pour r fTU , < l, Deter mi nans alors 
la vitesse limite Vg pour qu’il en soil ainsi : 

£2) entratne avec r = 0 pour r m r nut = I {z - 0} : 


0 + \ m z Vg - »t t g - 0 = j Wj Vf - (z 0 - I - r Q ) 


Soil avec (3) : JV e - r 0 V,« 

l 

Dou: juijJjVf = 


et ivim/l-5 

■p 


\ ? 

\ *Q / 


m i § z a =* 


V = 


v 2 ^ ZtHlgZq 


m 




i-4 


V U / 
2tti\gz 0 




vf - v z 


('*?)■? 


N) 


Ainsi pour V L < V Q < V ]N M> d^crira one * rosace * j’mscrLvant enlre tes cerdesde 
rayon {r nn < (>- 


2 . a. On a via que 


z£f)=l-r£f) 


Ct r(f)V 0 (O - r fl V 0 + 


Or V a ( r) = d'oii: 


&(0 = 


r o^a 

r'td 
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™La courbe [1] correspond £ V 0 = V, pour laqudk - 0, Atnsi, pour 
Vp. e f V tl V,) p Mi oscille cnrnc ]cs vakurs de Z^ m > 0 et (Ics incurs de Z acces- 
sibles ^taicrit d£finiej par U (a) < 0 et dortc < 0 ). 

-La coudbc (3) est associ^c i V, - V t : um stale valeur podbLe pour Z (Z = Z, ff> 
€ fst-i-tlirc 1 = ^ et r ■ r Q }. 

- La courbc (2) represent* one situation inrcnntfdiairc ( V t < V e < V,)* 


* 2 e cas : V D < V c 

Alors Z( 0 varie entw Its Yakuts extrfnwt et Z^ J3 , < Z mM < 1 ), 
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2' b. p] Lcs caractfristiqucs g.encmlcs du mouvement ont etc signalers au 1. e. 
On donne cL-apres 3'ioILure de la trajectoire du point Mj iracee a I'ordinateur : 



3 . 

I Point mCthode 

Ori [kil: rr-j.il rrCDrt^id^ftfr' liquation £nerg,£ti<jde (5) dii rtiuuvemenr dirts It L'jdre 
dcs petits TuouvcmenlS- Tl cst aussi simple de reprendre la demonstration a partir dc 
la loi fondamenlale da la dyna unique applique successivemenl j M, at M, : on 
aboulira direct ement j one Equation different ielle do second ordre en r(i). 


On a ainsi : 

m 2 { r - r0^ ) = — ' T et rn ( £ = m | g - T. 

Elhninons T entre ces deus Equations en tenant c ample de ee que r + z = et done 
i - -r. 

( m, + r - m^rS 2 - -m 

, . r 2 V J 

or r J G = f 0 V 0 . doii rB 2 = 

_ . .. 'rf2 r fl V o , . 

Sort: (m 2 + t»,)r ■ — = - m i g (61 

P* 

■ Lincarisons cctte equation (r rcstc votsin de r^) : r - r 0 (l +T|) oil V\ 1 ; 


et = -’(I + (1 - 3 T|) (au premier ordre ent^ 

r r o r e 

, .. ffliV! 

(6} devtent : ( rrr 2 + m j )r Q Ti — 1 ( I - 3 t| ) - - m L g. 


Or Vj 


2l£i »!, 22 


fjhj 
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Exercice *33 


Soli O = 



* Si 1’on fait F tt = m^g, les rbultats retards a V Ll V, jin = V t> z m \ nl z son! incbanyes, 

La vaJcur dc O est elk modifier scion : 


Q 


i m i r * 


Pendule double 



On pendule double est constitue de deux masses 
ponctuelSes rrtj et placles aux extr£mit£s et M t 
d'une tip sans masse de Longueur L 

Le point M t est assujetti i se dl-plater sans ftottt- 
swents sur L'axe horizontal x'x. 

Le pendule pent osdUer Librement sous Faction de La 
pesanteur tout en restant dans un mime plan vertical conte rant faxexV, 

Le sy$t£me est abandonne sans vitesse initial# dans urn referential suppose gall- 
Lien, ® ayant urae valewr @5. 

1 . Que peut-on dire du mouvement du centre de masse G du systcme ? 

2 r Determiner, par application du theorem# de t'ereigie cinftique, une intigraie pre- 
miere du mouvement en ${t) * 


3* Dormer la p^riode des petitoes osdLtations. Or pounra poser or 
Commenter L« resuLtat obtemu. 


-IF> 


Solution 


1, Le mouvement du centre de masse <5 se dedutt de 
l upplicjlcan de la lot fundament ale de la dynamique 
iippliqu.ee A chacune des masses m l et m>. 

Pour nt| seule, on a., en notant R la reaction du sup- 
port jc f x : 

— S 1 

dV. -j ^ 

~ m iS + It + T (1) 

De mime pour nt, ; 



dVj + # 3 

- m i$ + <- r > l z ) 


Cbapitre S - ftecanique 2 &5l 


Exercice sn ■ 



Exercice sji 


(la tigp cram suppose sans masse, Ees forces T cl — T soot bien porters par M ( M ; «t 
sont dc sens opposes). 

Eliminons T entre les deux equations : 

+ m i v i) E ( m t + m t)t * R W 

Le glissement du point M, star I’axe horizontal x'x s'effecruant sans froitcnicnt, la rfac* 

■i 

lion R e$t rtomiale a x'x {etle est de plus co-ntemae dans le plan vertical Oxjr)- Sait : 

R - R? f 

(3) dorme alors en projection sur Ox : wi r V 1 ^ + w 2 V Ja .) = 0 

c’csi-i-dine m i V |^ + fHjV 3 ^ = cste = 0, les vjtcsses initialts nuLIeSs 


Or par definition tin point -G, ona : (m, + f« 2 ) V c * «t, V, + tn 1 3'-, . 
tl vient alors V f-J£ = 0, 

Le centre dc masse sc ddplace sur la vcrlicalc passant par G 0 *• G(f* 0), On pourra 
done etudicr le rnouvement dans 1c rffthrertiel plaleen fO point foe de x'x, I’axe 
Or passant par G 0 ), 

2* Le thcorilmc de la puissance eindtique appliqut au jystinw des deux masses s'ecrir i 


^ = ijP + 0^ . 
d t Brt 

tci = y Kl ( poids 3 4 R ) . 

Of = 0 (force per pendiculai it jwid^plaoemeriO ; 

, JE, 

9„ t { poids) * — avec E p = E p <m,)+ E p (»i 2 ) = 0+m^(m 2 ) 
(origins de l energie potentielle prise en y - &}. 

4 4 

Montrons que lea tensions T et -T foumissent une puis- 
sancc 3P inl globalcment nulle, En cflfet : 

= T - V ( M t ) - T r V ( M j ) = T - [v (M, ) - V (Mj)] 


4 d M i , -t * ,4 

ct^ in( ,= T ■ — j- — ■ witavccT = Tw ctM|M 2 = *lu 



3 * m , = T u ■ | — - r ~jy ! (distance M,M 2 constantc (|alc a i) 

«* - -yj ( <0 = 0 <» ! -U 


on s done fin. dement 


dr 


JE p 

dr 


et 


E l 4 E p = cste 


TiqhtE 


aterial 
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Avec H p = — m^icosfl, 

Ptourcalculer rinergiecin&ique. an Acrira en noianl (jc ( , 0) el <jfj , y t } lcscoordon- 
ndes des points M, et M, dans te rcfeentiel Ojcy : 



Exprimons y 1 en font! ion de tangle 0. 

On a: [ j*r ( GM , * iw^Mj (propria dn cent rede masse) 


GM , + GM, 


i 


$oit : Cm, - 


I = l, el CM, 


^ 


u r, 4 ro 2 irfj 4 m 2 

Ltt cflordoDrt^i de$ points M,«Mj striven! dans Ic repire Qsf : 


M, 


Xt = -JisinG 


et Mj 


a > = l , sinfl 
fj = -Ico&G 


ri * o 
D'oii en rempla^ant : 

E c = |0 z dO5 J 0j+ ^m 2 [l20 2 cos 2 0 4 i i & i sin z 0] 

et, en utilisant les valeurs dc I , ci i, : 


E. = r 


i re 




2(»ri| 4- m 2 ) 


|[rW|itfjcos 1 0 4 mjmrcos J 0 4 4 jn I } 2 sin i 0I 


E,= i 


re ! 


-im a m 2 (nj| 4 m 2 )cos 2 0 + +• m 2 ) : sEn i 0] 


ei 


2(m L 4 m > > 

1 hi I i 0 ^ 

E,. =5 - 1 — I m .. cos 2 0 +■ f m , + rrr ) si n 3 fl jj 

2nJ|4FFI 2 


E f - + — sin^l 

2«[[ 4 rpp 2 L «f| J 

La conservation de lenergie se traduil aiors pat Equation ( 0(t = G) = 9 Cl el 


S(l= 0)-D); 

1 n h n h 


2 m | + m i 


i " 0 J 1 + ■ — sin 2 0 — m 2 gl cos 0 = - m^f cej6 g . 
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Exercice 512 


I 


Sou encore : 


0 ' l+^sin 2 0 + + “j^ctJsBp-cosB} = 0 ( 4 ) 


Pasons ft) = ]-". I + ^ liquation dfrient : 

0^1+^san 2 0 +■ >1 o> 2 sin 2 ! | !j- sin, 2 1 y |j - 0 (5) 

UsvaJeurs pcrmiscs <le-0 doivent verifier -$m-| J > sin 2 |J ] ocqui impose |S| 0 O . 

prndulc double va oscillcr, de Fason non sinusoidal.^ entre les vakurs -fl 0 et 0 ^, la 
vitesse s'anjiulont lorsque Mj attaint les positions dTaltitude maiimale {0 ■ ± 0 O : dner- 
gie potent ielte maxintak pour Je .systeme), les vitestes de M, et M> ^tant non milles 
quand ft pa$$c par la vaJeur 0 (energie polcntidk minintak pour fcjyilime)... 

3 * Le mouvement esi d'autant plus ptoche d'un mouvement sinusoidal que 0 ( f) reste 
suObmment petit (II tout done qu’il en soit de m£me de 0 O ). Cette approximation per- 
mit de »e oinserver q Lie les terma d'ordre deux {au pi ns] en 0 et 6 dans 1 ' equation ( 5 ), 
ce qui donne ; 

ui j f nij j \ 

1 + — sin J 0 = I + o( 0 ) — 0 * « I 

rfq V tW| ) 

(S-0- 


D ob : 


sin 2 - = ift 2 + o{0-} 
2 4 


0 1 + 4 l> i ( 0 I -e^* 0 


Celtc dcrnicre relation cst l iquation cnergftique d’un o&dllateur f 5 armonk|iw non 
amor i i et ncm forc£, dc pulsation caraetdristique a*. 

La peri ode T * dcs petites oscillations est alors : 


T = — = 2 k 

CO 


I 


<&} 


Commentaim 


• Pour m , (Mj, on oblicitl T J a T,, s 2nJ-- La masse M, etc alors quaiiment tbee fc et 

le syitcmf se red nit praijquenwnt k tui pendule simple de longueur ( et done de pdriode T a 
pour les petites aiiip]iiude« des mouvemejius. 


Pom m-. >> m.|, on a £ la limits G — Mi et t», i', # -TO oCi 10 — jl, 
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Soil FFT | Jt-j + - .Jf 1 = 0 

et €tl bisarii (au premier cmlre eit *1) T-nijjJ 
fMj pfltiquoiKDt immobile) : 

fll i* ; i + -p*i "0 => A|+ ^h =[] - 


■np-iK 

D oO one pokllbn Ut = j — =-- et rule ptnode 




If reswJtat esl conform? j L'expreuion g£n£rale (6) <Un* ITiypoihfcseoh la masse tn 2 ett suf- 


i- PM i MJ,\ 

faSaMrrtenL grande decant r)t. 1 + — l 

\ FH] mj 
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On ,? done V = V 0 c ^'£cos(i>r + isin toJ) que I’on identified V = V a +iV^ 
V T = V 0 e - ^ t 4ioiMf 
V r = VgC-P'sInioj: 


Determ inens 


V(t) - Jv' + vJ = V„ t -P' 


P = est im temps caraclerislique de decroissance du module dela VLlessc. 

I POINT MtTlIOOE 

Pour determiner V(f), on pent element etrtre te theorems de b puissance antique 

JE. +-*■-* 

77 = ( f + F -' v. 

S ; r» reman] udnl que la force magnet ir|uc nc (Mvaillc pas car dk esl eonstanjment 
pcTpcndiculaire i la vitesse: 

^ =F r ? = -«v* 
dr r 


On 4 dune 


1 dV 3 n 

- rrr + tlV 3 = 0. 

2 Jr 


dV 


Soil encore -- + {IV = 0 et Vu) - V 0 e~Ps 
dt 

2* On inlroduil deb nwme fai^on la variable r = jt+ iy pour determiner x(f) et HO- 
r u Vj, + iV., k V = V^-tMwV 
V 

r = ■ — ■ e -l| P" i{ffllj +■ eonstiinte, 

- (ito-p) 

v_ 

Or r(03 - 0, done conatantc - 


ift) 


V„ 


On obtient atnsi : r = — ([l+tOXI -e ^'e 111 "}. 

f^ + W 1 

Puiscii s^pa-ranl partie reelleet partie hnaginaire et en identiliant : 

{tusinfsir - Pcostnr) 

(tncusrn/ + p sin cat) 

Lorsque t — ► =■, 1 'electron fintl par s’arreter en u.n point Cde coordonntes : 

Uv, 


x(t) = 

pv„ 

| V-f* 

p- + (0 2 

P 2 + to 3 

HO = 

tnV 0 

VgH" 

P- 2 + to 3 

P 3 + EH 3 


yc = 


0^ + <B J 

p 2 + to 2 


tSS) 
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Cette region de chimp B est un secteur angu- 

Ijvre de centre 0 et dangle ? r Limit# per hi 

demi-diroitss OM et OH, L# fii$c#au entre #t 
sod rtorroalememt aux Limited de cette lone. 


du point C dim pact des particules m t'axe Ox, 

2. Le faisceem penltre meintenant en M' 

"+ 

denis la zone 0 C 1 r&gne le champ ES . Comment 
est modifies La trajectoire des pairtlciiles ? 

En considerant MW' = §y comms uii mfini- 

merit petit (€ = ^ « 1 ) montrer, 

On R 

■4 

qu'apres avoir traverse La zone de champ B, 
le faisceau passe par un point fixe [au 
ftv 

second onto pr£s en y ). 

Qm peot-on condo tie de La veleur d« coordonnles de « point ? 

Comment pent-on esplner riatistr experimental# merit la configuration dicrite au 1. ! 

■+ 

3. Le faisceau penetrant en 14 dans la region de champ B est maintenant compost 
de deux sortes de partkules lm., q'f et (ml g) de meme charge q et de masses lege- 
remtnt difftrinlts : 

m ' = m + 5m avec — = tv« 1 . 
m 


® y 

C 

d 

(q>m 
. r 


M 

V* 

L 

0 B 

0 ' 

(g>0) 

r r 

X 

B 

3 

H' 

M ® B 



Determiner - au premier ordre en rj - L'ecart ZV = Ex des impacts sur I'axe Ox des 
deux sortes de particules. Application t 

On negligera le poids des partiailes. 


■ 1, c!e ^u*ij fa’at sav-oir 

* Charge (q, m) era mouvemcnt dans un champ magn£tique uniforme. 

- Acceleration d’une partieule chargee sous irne difference de potentiel donnee, 

mi. Ce fan l doMprencfre 

1. D*n$ un champ magn£lii|ue uni forme, Les partiailes chargees out une trajectoire 
ci radii re : Les conditions imposes au fafaceau pamettenl de sitoer le centre de la tra- 
jeetoire. Le probl^meeslalorsgeometriquement simple. 

■# 

2. En ehiingeant le point d 'entree M du fai&ceau dans le champ fi „ on change la poti> 
tion du centre du cerde ddcrit : le faisceau ne sort plus perpendioilairement a la fron- 
tier* de la zone de champ. 


>Dvnqhted materi; 
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3, Damk cas eTuine modification de la masse dcs partteules, It rayon des tajtctoirei 
t$t modify (ee qui ddpl«c aussi le ccnlre..,} : tl faudrt adapter £ « cas, la m&hodc dc 
colcul olilisee i la question pricedente. 

1^. S&l-alidb 

1* Sur la partte MN de la tnyectoire de& panic ules, la seule force actuate est la force 

—4 -* + 

magnetique / nt - qv a B. 




Point cours 

Cette force, perpendicular re a la vitesse, ne LravaUle pas. : Iknergje cinMque de b 
panic ule se conserve, linu que la norme v b de sa vitesse. 

+ -> -4 + — * -+ 

Ek plus, la force est perpendicukke i B. Ennotant B == Bn. et v = v A +v fi u x on 

a: 

/m = A BW S S (JI'ji a Bu £ 


■ / 9rt est dans le plan -vOy, avec qvj_B pour module. 
La vitesse v^est constante, et v L au$sL 


■ f m 1 vj_ 1 1 "aokUratiop cst nttunalt, et k mounsment es-t dreulaire uniforoie N de 
rayon R tel que : 


mv, 

V “ 


soiti R - 


m v_l 

*5" 


La force cn M est / m (M) = qv 0 Bin et la vitesse 
initial? v t) est perpendkuiairt Ik B t 
La particuJed&rit done, dans le secteur oil regtie le 
champ B 3 un arc dc cerde de centre O puisque, 
d'aprfe le texLe, on a v (M l J_ OM et \\ 1 ON. 

Ainsi OM = ON = R b ( 2) 

Le point C, impact des particules sur O.t,. a pour 


absciss? : OC = 




*q - 



ZR _ rn 

Js n jlu 


Entirtn b particules ayani acc^Serees sous ta difference de potentid U, k thfonime 
de Iknergie cliier Ique donne Imm^dLatement : 


= flU soil v 0 = 
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Exerdce S42 * 


cfou, en reportmtt 


, . p 

m iJlV 

Ni J 

c 7 S ■ B 


(3) 


2. J r c rayon R du wrcle d&rit par Sc faisceiu n csr pas modifid : If cenut O' c kw ccrclc 
esi: done dikali : 

OO' ■ MM' = by = £ CM 

cl Ic laisceau nc ncswrl plus normalemcnt ION dc 
■+ 

la zone df champ B ; ii emerge en N\ cl a ensuitr 
une trafecroire rectiligne orihogonaJe a O'N', 

* Delermirtnns le point N 
Dans ]e triangle OO'N' on a : 

ON 1 ' 1 = 00 Hi +■ Q'N /J - 200' • O'N'cosG. 

Or OO' = eR„ O'N' = R 
d o u : ON"- = R j |€ 2 + 1 -2 eco 50] et 


ON' = Kf 1 -lEcose + E*] 2 . 

Au premier ordre en E, on pent confondnc 0 ct - dans 

repression precedent’ (la difference entre 0 et ^ est 
du premier ordre en e ft ini rudu trail done tin icmic 
d ordre deux,..). 


y 

O' 

^ / r 

0 





NTTv 

-> 

j/ / 

\ r 


M 



Soil avec eosB =* cm j ^ ON' * Ij 


(- 1 ) 


(4) 



D'oii les coondonnees x' et f du point N'ftou jours au premier ordre en e) : 

x' =■■ ON 'sin ™ 


/ = - ON 'cos | 




♦ Au-dela de N\ la trajectoire est recti] igne (B ^ 0 ) et orthogonale I la droite O'N", 
Soi t en notanl C* le point dlmpact, d 'abscisse x^» sur 1 'an Ox : 

soil O'N'- N'C = 0=&{x'-0)(x; -x'j + f/^eRKO-/) - 0- 
D'oli ; x- t = x' + £{/-£&). 

Recnpla^anl tea grandeurs x' el / par teurs eaieurs (cf. (5)), el ne gudaal que d« ler* 
mes du premier ordre en £, il vient t 
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Soil 


* ■■•-f SH] 


2/3 J51 




Lei tenues en £ dispaxaissmt de sorte que : 


T|j 

X^ = ^[\+C(£)\ 

s 


dou m x n (l + &(£)■)■ 

Au second ordre pees en £, les points C J et C font done contend us. Si le point d’entrtfe 

■+ ^ 

M do faisCeay. dans la £one de champ B «t deede d'un infjnnnt'nt petit du premier 
ordre h la position du point d’impaet C sur Paxe Ox ne varie qu'au second ordre : it y a 
fodisition en C du faisccau emergent.. 

La localisation au point C montfe comment on peut expen rnent element r£a|i$er la 
condition OM =■ R = — 2- 5i E'on d£place progressivemenl le point M dkntrfr du 

. . 4** 

faisceau dans le champ magnetique* Fabscssse du. point C varie au second ordre par 
/ mm \ 

rapport a t | £ — . (a demontrer ; on a verifie ici quelle ne dependait pas de £ au 

premier ordre) : le bon rigbge de la position du faisceau correspondra alorsA la valeur 
ext remale de j/ 

3. Le,s partic ules ay ant des masses differentes, 

Ees trajtctoires dans le chanap B onl des rayons 


different* R - 


WYq 

\ni 


et 



, m'Vf. mvfj @ rr A 

R - — -2 = - ' I + — = R{ 1 + n) 
q B i|B\ m) 

les pariicules de masse w suivent te trajet MNC 
(£tudii au L) ; quant aux partiicubs de masse 
m\ dies d^crivcnt Parc de cerde MNJ de cen- 
tre O,, stvec 0,M = R' = R( 1 + T| } soil 
00 1 - rj R, 

On pent alors rep rend re lei deals faits au 2. ■ 

0N; 2 = OO, + 0,N| 2 - 200, ■ O,N|Cos0 
or OO, - -qR et 0,1^ ™ R(L + T() 
doO : ONf- - + R=( 1 + ^) 2 - 2 t]R^ I + r|)cosfl 

He gardant que des termes du premier ordre en p, et remplafant B par * iff. Id ; 


ONJ 2 # R 2 0 + 2 tv) - 2 R^iq \ # ft 3 (l + n }, 


Scat 


ON 


'* r ( i+ 5 > 
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Exercice -wa 


[3 l ou tes cwnbin^ du point N( a« premier ordre en p P (cf 5. e — > -f| ) : 


x, = 




Au-delj, In tnijccioireest rectiligiw perpendkulaire iO,N[, et reeoupe Ojccel C [( }. 
Le tneme calcul que ceiui effectue au 2. conduit i (OO, = tjR) j 

< 3 *i 4 ~r O' I' - T]R), 

SoLt au prem icx ordre en t \ : jc" * ^ l + 3 ) _ ^ ^ | +D'|_i|nJ 


zk Ji w. i i 2 k jrt 5pR 


/3 


kiruilement 


*□ = ^p[l + q + o(n)J 


4?i 4*/3 4.^3 

< = %ei + ti + &(rin. 


L'eeart 5 a des. impacts Cjf } el C{%) $ur I'ajae Ojk mi alofS- : 


@A- = a; - x a 


6 a «= XqT\ 


Ce disposal if consume un spectrographs de masse, qul peul permettre de mrttre on 

Evidence 6a presence d' isotopes : on a dans eccas — = ^ (M : nombrc de masse). 

m M 

* Pour tine utilisation eat spectrograph* de masse, si on p*ut rne$ur*r dc$ dcarts. 

g 

— = 5 ’ 10' \ on aura comme iimite de i^dulion : 
x n 

— = - = n - 5 ■ ID ' soil M *■ 2 DO,. 

Fff M 

Rcmarquonsquc ton a in(4r£t, pour »npcnter x 0 ,kt iliscr dcs tensions acc£l£rat rices 
dkvdes, ei un champ magndtique pas Crop grand-,. 


Stabilisation par champ magnetique 

Une particule chargee [masse m , charge q < 0) est soumise i un champ Mectrosta- 
tique extirieur assoc.se ay potential V(x,y, z) tel que i 

V(je r y r jt> = 

a est feme longueur et V D un potentiel (V a > 0). 

1* Montrerque La position x ^ y ^ z =* 0 correspond S une position cT6qtritibre,Cet 
equdibre est-il stable ? 
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11 s'agil lad'un sysrtrac de Cramer cn x a el y^ parametre par /n 
On obtient (xq, * (0.0) pour ! ^ = 0. 

1 -rj),p (p J - Wgl 

Us valenrj dtp (dans C] son! done solutions de Liquation ; 

( P i - = 0 =? p 4 * (a; - 2t^ )pi # noj = 0 

Notuns ct pi les racincs corre&pondantes. EJles verilknl : 
pfpl = < > 0 et p'_ + pj = 2tO L i 

Do plus, 4 = (m^-2*^) 2 -4bhJ = w*- 4(U 4 j ^ = to^t < 0 * -4(0^), 

D'oil : 

* pour A < 0, ilvientpl - ot+i.p et pi - a -ip et par consequent : 

pj - ±(od + ip') et pj = ± (a' ~ ip') ; les solutions en ±lP)r - td c V 11 f awe 
a' > 0 divergeraient ce qui entratnerait l'instabilitA. 

* Pour A > o, ks ratines en p l »rn relies et negatives puisque A>0 assure <®ak- 
menl p| + pz < 0 (pfpj > 0 nous indiquant que les racines reelles sont de mfisme 
signe). Dans ce cas, on a done p, ^ + ioc, et p 2 ■= ± iioe 2 ce qui correspond i des 
solutions sinusoidal^ done bomecs. 

Pour assurer la stability do I'dqui I \bzvx = y — z = 0, il faut done que Ton ait 4 > 0, 
e'est-a-dire titj > 4 to.., , cequidonnet 



Commcnlaires 


* Le sens de B n ne modifte en riett la conclusion (changer 2 eu -z el x ens y n aff«te |>as la 
nature physique du problonic;. On derira done la condition {2) mm Ja forme : 




* En presence du champ magnftique, on a Don jnurs Ei ni a E f + 1; = cste ( La force magw- 

■* ^ ^ 

lique / ra ■ i\v a B ne travaiUe pas), ALtisL hicn que Se fuim O cnrresponde r pour le plan 

jV 

xQy, b un maximum d'fncrgij po:ejnif]jr { IJx, y, i = ft) = — ^£* 3 + y 1 ), et q < 0 ) 3 la 

|k *- 43 j ‘ 

force suppkmenuire f M stabilise la. charge q i dans « cas, un. maximum d'dnergie poten- 
tielle rfest done pas nirceswirement assotid It une position dkquilibre instable... J 

3< Liquation du motive men t dansiiit s’ecrit : 

* -‘fi'ii ■+ ■+ n -+ 

ma r r + — — zu z + qv a B 0 h £ ( 3) 



Ewrrice s*a ■ 





Exerdce 


Le plus simple, pour passer dans le rciercniid non galileen 'Si* en rotation uniforme 
par rapport ii 9k, est d 'exprimer IWI^ation s et la vitesse v (grandeurs d^fuiie* 
dans 9t) en Portion des grandeurs correspond&nies dans St', Ainsi or a ; 

4 (fl = csie el "r ' ■ x r u?. +■ y'Sj) 

a = a 4 a, 4 «. av*c i J . 4 

U l = 2 Q^a?' 

■+ 4 , -4 , -i 4 _j 

r b r 4 v Oil v t ~ 0 4 Ow_. A r l 


/4 ji 4 „ 

L' equation (3) devient, en projection sur OxV [ a * = ~jjrj : 


d^ J 

dr 


= (or, r r 4 co^. a ( r' 4 Ua, a r') + Q ! r , “ 2fln . a y' (4} 


11 s-’agjt mainicnani de supprimer Se$ (ermes en v\ oe qui est rtetisft si on impose la 
relation 2D 3 ffic. 


, v | . , d" r ' f 2 ^4 ,4 4 , 

On obn-ent alors : - — | cs> fl + -— r + — u t a,{u, at ) 

df* \ 4 / Z 




Le double produit vectoriel a pour valeur - - - r ' (u r l r '), d'oil 2 


=* G(t 0 tt , ® e ) - flflj - 

Li particule restcra confinCc dans un wisinage tie O (point d’&luilibnch dans 9k' 
com me den&iS, si I ‘equation pree&lentc (5) se r6duit 4 «lle dun osdllateur hsrtnom- 
que, Ce qui nteile : 

, tli 1 

< ^“T <0=6 1^1 > 2m,i ' 

On retro live bien la condition e t u b lie au 2* t>. 



k|§) Optique electronique 

Des elections (masse m, charge -e) sent £mis, &¥e£ une vitesse H^tigeabLfc, par une 
source maintenue au pofcentiel z^io. Cette source est situee du c&te des / n£gatifs. 

Ils penetrent -dans urn domains D dans lequel dies electrodes assurent la repartition 
suivante du, potentiei : 

1 < 0 : i V( x, y, 1 ) = V t = constants) > 0. 

1 > # : (VlX y, z) = 3 constants) (Vj > V 3 }. 
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&ans la long intenmedialne (0 « 2 ^ g) Le potential vane confinCiment entre les 
valeurs V,U = et V z (/ = o) : V(x, jr, z) = avec /(0) = V z et /(cr) ■ V z , 


1* Un electron arrive sur Ie plan z ^ O sv*ec une vitesse ^ faisant un angle r'j av« 
5* : (Uj, v\) = i v L^lectron resscut en 1 = o avec one vitesse faisant un angle 
\ z avec i/. : (t^ F vj) - i 2 . Ditermifiei la relation liant V lr V z , r ]x i z Commenten 


2. Les equipotentieLLes sont matntenant des calottes, spbiriques eoneentriques tfaxe Os?. 
On a V = Vj pour r - R t et V = V ? pour r <= R g . V{r) variant conti nflimeiit de 
Vj k Vj pour Rj < f < Rs , 


a* Reprertdre L'ttude pr^cidercte poof un electron 
ayant une vitesse v* conterwe dans on plan meridiem 

b. Les Electrons sont §mis d r un point A de fixe Oz 
situ£ I gaudie de $ r Le dispasitif est aminagi 
pour que leurs trajeetoines soient assimilabEes a des 
draites m dep du dioptre 0* ainsi qp r au-dteli du 
dioptre On suppose que La relation £ tad lie au 
2, a. rests toujours valable. 



Un flection erois da A recoupe fare des z {£ droite 

de Dj) en un point A'. En supposant que SjS ? « R L et R 2 , et que Les vitesses prises 
en eompte sorrt faibLement inclines sur L'axe, montier que fan a : 


^_.jh 

SA' SA 


C [Si S,#S*) 


ou t est ume canstante que Ton determiners en 
fonction de V tJ V 2 et de SO = R - - R 2 . 



■I Sojulaofc 


1. fflecLroji part de la source avec une vitesse fiegltgeable (on la prendre nulleL Sou« 
misau champ elect roslatique, 1 posse de tine vitesse v(M) qua ml it attelnt tan point 
de I’apace de potentiel V(M) et uneenergie potent telle E p ~ qV *= - eV. 

La conservation de l'cnergie nr£caniquc de IVIcctron sccrit alors : 


^ fpJV 2 - eV 


0-0 


[m point d’frnissLon on a v - 0 
D’oCi 

■Quand d attelnt le plan z - 0 f 


et V = 0 ). 



sa vitesse est v ] et V = V, : r. 



m 
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EJierdce 


De mime, on aura «n i = u. 


2 < v i 

V m 


(23 


* ttudionsmaintcnani le passage z = 0 — >2 = d : 
Iclcctron cst soumis & la force electrostatique 

F = = e^-iT (puisque k poten- 

liel V( M ) lie depend, dans- eette region, <j«e de z) r 
L« loi fondamcntale dc la dynamique s'ecrii : 


dt i j 

* i 


v * = C5te 
V„ = cstc. 


Ainsi La eoniposanle v (*■, , v , ft) de 3a viiesse, 
perpend iculairc a l ? axe O 2 esl conrerm 1 . 

Or : j v | m r‘,mj. 

Dou: i^| j;in J, = v 2 smi 2 - 

Soit cn utili&ant Its relations ( I ) -cl (2) :: 

< 3 > 





, X 

■i 


o c 


* 1 



Commeniaire 

[ ♦ U ksulut iroiiveau 1 , sVpparente a la relation <te Descartes en optique gfomtirique (pas- 
sage a travers nn * dioptre » plan d'un milieu cTindice n, proportioned a ./V~j i un milieu 
d'indicie «, proportion nel i Jv~ } (mime constant* rfe proportionnaliti)) : 

rr , sinj = Fr , sm d 2 . J 

2. a. Us arguments precedents swr la conservation dc V Anergic restent valaUe. On a 

^ /^v7 

done: v. = et v, 

1 m i ttt 

Cette fci$-ri h k potent :d it depend qwe dc Hr — OM) et le champ qui en resuite est 
done radial : 

V a Vfr) et E = -gmdV{r) = ~u t . 

+ + d¥n» 

ll en est de nkine de la force ^eetrostauque F = -eE = e— u t , 

Lklcclnon cst done sou mis in une force ccntralc dans la zone R 2 < r< R, . son 

moment dnei ique sc conserve et 1c mouvement est plan (si la vitesse v, pass, tit par O 
le mouvement serait rectiligne), Un electron se d£pla<;ant initialement dans un plan 
meridien y rest cut. Traduisons la conservation do moment cirktique en O : 
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fj, 3 OM, = -m^v^inr , k 

—t ~=~n> ^ + 

Oi = OMj a tiijy-, = -mRjVj jinijfc , 

Le passage [f=A,]-*[f=R 3 ] se iraduit 
do lit: par la relation : 

R,VjSim'| = RjVjsinj;. 

Soil encore : 



R i Jv l i]ni [ - \l 2i JV~ 2 sini 2 


(4) 


2* b< Gonsi derails, a I 1 approximation envisagi-e, que ks points. S, et S 2 sont pratique' 
meni eonfondus (S, * S 2 ) = S et lies angles i, , f 2 sufHsamment perils pour que l r on 
puisse asMmiler la tangente et le sinus d’un angle a son argument (rant # sins # i). 



Db lors : (i> # , 0 # el 0" * {posons 5 - HM b 

HO AH HA P 

A fiipproximairan conudfrle, on s igalement : 

R ( " EO => SjO # S jQ 3 R awe OH = Rco$ 


On a done S,0 - HO au second ordre pres en to ^cosflfl # I. - ™ J. 

11 cst done possible, dans one approximation ao ] <f otdre (M voisin de S, et S 2 ) decon- 
fondre ks points H et S d'ou : 

os * i e * = ei r # A- 

SO AS SA' 

La relation (4) skerit en confondant R, et Rj : Jv' i i, » . 

Or : (, « 8 + <0 « Sf = + =\ er t , a to - & * fif i - = \ 

Us so/ vsn s a c 


^AS SO^ 

D'ou; JV^ + iU^ fi-i' 

V AS SO f Vsq SA' 


Ckst-i-dii* 


,/v, _. Jv t -Jv, 

SA 5 SA SO 


(5), soil: C = = 

SO 
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ML 3 J 3 X} 


On pourrait montrerque ce systtmeest 1'dquivalent en optique d'un dioptre sphlrique 

jf t jfy 

de centre 0 et tie sommet S s^parant de& milieux d’indice n t et n 2 ids que — ■= - ■ 

n a -fit 

Lc dioptre cst convergent pour V l > V, „ Atnsi, pour A «i reietff 4 3'infini le point A' 
sc confotidant al-ors avec le foyer f\ la fcrmuk de conjugaison prdoddente ( 5 ) donne ; 



S|?> Len title magnetique 


1, Dts electrons- d® masse m et de charge -« (e > 0> sent emis i parti r du point 0 

— * 

de I'axe Oi aveo des vitesses de mlrme module V„ {V^ - u* > OK Its sort sou mis i un 
champ ma gneti que- u mforme B = B 0 ot - On not* Qt Tangle entire Text Qz et la witesse 

V <* « 

McntreT que pour ties angles « suffisamment petits, les electrons convergent, pour la 
premiere f&i$ r en un point C d# Taw Oz dont on determiners la cote z c en Function 
des grandeurs m, e, et V 

2. On suppose roaintenant que Les electrons, de vitesse de norm# fixes % sorit sounds a 
Taction d'un champ magnetique de revolution par rapport a l r axe z'Oz de composarites : 

B,(r, z) - f(z}t B r { r, z) = = 0 

fr, z) reprisentent leS COordOrtiiees tylindrigue* dbxe Oz, 

Un electron est ainsi reper# par ses coordonnees r(f), 0(f) et z(f). 

{Ce champ est par exemple celui cnee, sur son axe Qz, par une botrine de centre 0.) 


‘ € n. 

a* Monfitr que Ton a r 2 0 = — r 3 B r + cste ; on prendra par la suite cite ■ 0. 

b* On consider® d&ortneu les trajectories peo indinles %m T«e Oz, et en pose 
jr(t> = pfz(tjl, Wontrer que la fonction p(zj virifie liquation : 


d z p e ; B * (z) 

L + « Q = 

^ 4fftvJ 


0 . 
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W »1MX3 


Le mouvement en projection dans le plan 017 est 
circulaire t de rayon It tel que : 



A 


= ^ 

R JTT 


Ce cerde esi done cldc rit avec uiw pulsation 

„ A . . . T 2n 

0) = - — et urn? duree T = — 
rre ffi 

IhJ (Mftiuilc ntooupera poor b premiire fois Ibw 
dcs zm tout U'ufi temps t = T, soil en un point 
C Id <|ue ; 



% 


V J => 


2 c 



co&ti. 


Pour a inhniment petit du premier ordre. on a cos a =» 1 et ; 


h\ m 


2remV 0 

A 


Ainsi, 5 cetle approxi mat ton., Its elect roos passant par le point 0„ arte une viwtte V fl 
peu incllnde sur I’axe, convergent au mtow point C de eel ate. 


1 ■+ 

2. L'llcclron cst sounds k la force i m = -tV a (B ? w p + B r w £ ), 

La vites&e garde done une nortne constant* ||v ! | = Appliquom la lot fondameii,- 
tale de La dynamique 1 

-+ 7* 

not = f^ + 



F B r 


r&B, 

-# 

sTi 

11 

1 

r* 

rtt a 0 

= -r 

jB r -rB J 

-* 

«* 


; * B , 


-rOB, 

— K 


Et d apris le fours,, a - a r it r + sr B w n + a 2 u 2 avec t 


(* P = r - [ a 9 - a x - z . 

Dw k iysi^mc d "equations ; 

?«(>'- r4 J: ) = ~ei-0B i (!) 

' ( 2 ) 

\mz = er$B, (3) 
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Eatercice 


Soit : f ^ = T") ’ V & =? - a. 

A drj, d z) k & di) A 

_* 4 .dp, dp, 

Dou: a = k- -^\z k ) + \i-^[z A ), 

II vicni alors k = oca.' 1 cf p = aii 1 , la grandeurs X' er ji' sexprimant en function 
dp, , dp> 

d *piM< ?Ma>> 

Soit pU) = a[a/p,(z) + M'p 2 (z}]' (?) 

Ains^si La I fajtcirtint <te I'uitdc eessfetfOfts (kiUidc A) rttfflipe urt point A\ 

e'ea -Mint si Ion v p( z* ■ ) = 0 , ilen »er» de mime pour tons b mim ta reus (dans 
lc ddre drt apprmciroaiidrLS envisag^es : a faMe}. En efifet, b condition p{i*0 "Oat 
rfaltscc pour V p , ( zy ) + \x r f > ■ Cl inti^pcndammcrtt <k la vakur - pc* ite - do it 
Les points A et A' sont dils «m|upitss, 

2, C Oil Daprfcs les hypotheses do IVnon^ t 
on peur considcrcr que les trajcctoires da 
part itules sont assimibbles a des droites 

pour |z| > ^ ■ Un lei electron p£nelre dans 

— ^ 

la zone d'interactioti avec uive vitesse V„ 
incline do a sur IW Oi do *dfc wrle clue j 



dp , # JV ( 0 A » rf j > 
® z h AO 


De nietne, aprts interaction : 

^ I * —^— (surla figure A'O < 0 et AO > 0 ). 
d *>r A'O 

On a considerCr quo 3a distance a L'axe r(t ) n« v.lm.ui pour ainsi dire pas lors de la tra- 
vcrscc dc la stmt; d‘. interaction trb ctroite. 

Ijitegrons ators liquation ( 6 ) par rapport I z : 

p pB ; d ,. 

JJdi* 4 nt i v" 1 

2 im ¥ fl 2 

Soil encore en faisant p»r 4 dans la deuxkme integrate t 


dp) _ dpi 9 £ 

dz J r - d z) v 4 m iv 


ir,J :> rf B; di . 


Mais lc champ B r£tant n^gligcabk au-deLi de la tone |z| ^ - h on pent etendre I'intif- 

grale de it +**, d’oii ■ == - = 9 rj — — — - 1 1" B :dz. 

A'O AO '■■ A(W J V j y J -** 
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Soil aprfcs simplification par r c t — ^ - 4- r £S), 

OA' OA OF' / 



La fetation (8) s'idmiifte ii Ea fbrmule de eonjugaison des lentilles minces, 

Le systeme propos# correspond, pour l« charges, a one lentillc magnttUpit coover- 
genle (/' d£ftni positif)- 

2. c. p) Un calcid immediat donne : 



Application nutrifrique : f 1 w 10 an, 
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Thermodynamique 

A * Hydrostatique et gaz parfait 
B * Bilans d'energie 
C * Bilans d'energie et d'entmpie 
D * Corps pur diphase 
E • Machines thermiques 



Dans ies deux ca^ il font exprimer le Mi que la pression varie verticalement dam un 

fluids en equilibre | y- = -pg \ et qu’die garde La m£me valeur en deux points d'un 

mime fluid* situes a la mime altitude (P = P{a} seulement & I’intirieur d’une zone 
de fluide Komogene), 

Loraque la pression varie, Ies niveau* d’tSqujlibre dot dittfrents liquid™ sent mw3ifi.ii, 
y compris dans la cure (A), les variations de ces ni«aw iiarufiics par la conservation 
du volume de chacurt det liquid*; (que Ton suppose bien sfrr incompressible; : leur-s 
masses voiumtques sont don nee s tom me constantes). 


. 13 . Ssl^lisjl 


1* a- Comidirom un fluids incompressible de masse volumlque p 0 soumis au seul 
champ de pesanteur g = -gu. ( . La loi de I'Kydrodatique s'lcftt : 

-gradP+pJ = 0, 

Par projection sur Oz t il vient : 

~Tz + P <>*“* } 3 0 =* p (*) = csle-p 0 ^ 




Considlrons que ies niveaux correspondent a des hauteurs (exprimees en metre), 
Dans 3e premier etat, (P = P 4 | la pression en A vaut et d’apres la loi de rhydrosta* 
tique, on a : P* = ( P A - P B ) + { P B ■ - P r ) + p c 

or P h - P B . p *(N, - N 0 ); P 0 - P c = \ig(N t - NJ et P c - 0 (cf.d nonci). 
D'oii : P a = pg{ N , - N 0 ) + M£(N 2 - N 3 ) f 1) 

quand ]a pression cxtcrieure passe a P fl + AP, les niveaux varient rcspcctiremcnt de 
AN,, ANj et AN C (AM, > 0 AN 3 > 0 et AN o <0 pour AF >0). 

On a alnsi : 

P fl + 4P - p^N^AN.-No-AN^ + n^Nj + AN.-N.-AN.) (2) 



Extract mu 



Exerdce m 


£t en faisanr la difference [2) - ( 1) : 

AP = p£( AN , - A N ( } + p A N ^ - A N , 

II rcste a traduire la conservation du volume r 

- do mcrcune,5oit: S,AN 8 = -S^AN^ (AN 0 < 0 pour 4N t > 0) 

- de la glycerine, soil SnANj - S,AN ]+ 

Eli m irons AN] ct AN^et Faisons ANj * AN: 

'S t S e S^ ( S/ 


[ 4 : 4 :rj-('-a 


or AP = ppAH (AH = virlai ion depression Mprimee en hauteur de mercurt). 


U’ou 


tr 


_S I Sji p V Si /J 


AN 

1 


AH 

. S J + Mf 

i 


S, S 0 pt 

V 


1* bi Avk les vakurs foitrnics, 1 'application numfriqut donne ; 

%-”*■ 

La variation de niveau est notablement pitas important*; que la variation AH de ban- 
tcur de la coLonne de mcrcure d'un rube baromdtrique * ordinaire * ; la sensiMlite du 
barometric a el f augments. 

En effet, aw un tube ha jo me: r iq Lie ordinaire, on await r 


H = H,,,4 AH = + + ^ 


Ni 


soit ‘ 


X 

ah 


et, en prenant i = S 3 : -f— = 0,99j * ] 

AH 

d'oii x # AH pour un tube barometrLque ordinaire. 
Ear centre : AN 3 7.79AH *7,8 x : 

k rapport exprime bicn - 1 (nfcs peu prfcs - Ic pin 
AH 

en srnsibiUic du an dispositiC adopts 


H r 


H* 


‘I- 


H 
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L’&jUiHbre tiydroslulique sc traduit dans le premier cas par : 

Pa = V awe P A = P a +p, gh l et P A - = P^ + p^. 

Soil = pjfi 2 (3) 

Puis pour lc iiouvel £quilibrc : 

Pa = IV am: P A = P 0+ AP + p ,*Jtf et P v - Po+prffr? . 
Soil AP = (pjhj — p ,/i j )g H) 

Tradutsoiu maintenant la conservation des volumes des deux flu ides : 


xs e (ft, + x^h'i }S - ftj =xV-l| 

« = [hj - * - fj.)5 =$ h, f -h 2 — x\ | + t | 

{3) et (4) donnent alorx : AP = [p s < fe' - -h,}]* 

Soil avee (5) : AP = \p : \ J + | J - p, [ 1 - 1 jlgx. 


(5) 


D'oii 


X 

l 

AP " 

(Pj-Pi) + |fPi + Pi) 

g 


2i b* AppiiMlicvr nirm^rique : — - 4,47 ■ 10” * m - Pa -1 

x 

soil gp =* 0,45 mm ■ Pa~ r , oe qui correspond A unt sensibility clever. 

Pout s'en convaincre, on pent comparer a ce que donnerait un manomttre cousiitue 
d'un sample tube en U rempli d'un liquids de masse volumique p = ^(p ( + p^)j 

P - Pa + 6P = P *+2x'Pg 

soil : 


SP 


1 


1 


2pj! ^Pi + P 2 ) 
d’oil, en compamrtt x & s' r 

V 1 

* = = BM 

x 1 + gj ~?i 

i ' pj + p, 

ce qui montre bien IWlbration de la sensibility,. 
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Cone au fond d'un recipient 

Un cent d® ihauteur h et de base drculaire dte 
rayon R repose sur 1 1 fond d'wl recipient COnlfi- 
nant de I'eau sur une hauteur H. La pression 
exterieu re est supple uniform® et igale a P 0 - 
La masst volumique de Tsau tst 
On cherche a determiner la result® nte F p des 
efforts de pression s'exer^ant sur la Surface lat£- 
rale du cone. 

1. Determiner La Fore® f p ®m utMisant la notion de ppusse® dArcfaimede, On envisa- 
gera deux cas et on tracera La tourbe donna nrt 

F P = |rj | en fonction de X - ^ 

On fera Les approximations necessaires, tenant compte d'une masse volumique de 
L'eau a peu pr^s 1 fHW fois superieure a cell® de fair. 

On pourra exprimir tons les rfcuLtats &n function dts grandeurs : F # » jiR 2 P 3 et 
F 1 ■ p p gV ole V designe Le volume du cone [v ■ 

2* Retro uver les rlsultats pr£c£dents en effiectuant un caloil direct de F^, Commenter, 

11 , Ce f&ul s&v&iv 

■ Loi de rhydnostatique. 

■ Pou$$4c d'Aicbimcdc, 



II, Ce faut doMj&reJicfre 

1« Pour appliqucr correctemcnt Sc theorime d*Archinitdc n ;1 eat n^nsairt que k 
soltde soil enlifcrcment entour^ de fluidc(a), II en cat ainsisi I'on imagine k o6ne main- 
lenu eri posit ion par rapport au niveau h^ut de L'eau et gut Ton abaiuc le niveau ba$. 

La poussee d’Archsracdc P A comp rend alors Ea ifidlarlc IF ' da efforts tie piession 
qui s'exercent alors sur la surface de base du cone, et qu’il faudra done retranchcr pour 
obtenir F p . 

2. 11 suffit de sc rappcler que k force ckmcntaire meivant sur un tltmenl de surface 
6E esl donmk par] expression * = -Prr5I, 

On int^rem sur toute la surface lateral® du cekie, et on tientira 
comple dcs symetries du systbne. 
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!y SojMion 

1, La r&ultantedes forces dc prc»ian s'excr^ani 
sur la Surface laforale nest pas rood ifiec si Ion 
dccalc 9c ford du recipient vers Ic bus (out cn 
maintenant fisc ]e cone, Dans celte configura- 
tion* 9a rfsulfcinle dcs efforts dc pression stir la 
surface totalejJu cone s'identifie & la poussee 
d'Afehirntde P A , 


Pt = K + ? 



Nous avons done jn _ jn 

ou F' est associee aux efforts de pression qui s’exereent sur 9a base du cone. II vient : 
? = [Pj + p^HlJlR^ (2) 


dp 


P = p( = esie => — = - p E g = cste. 


En effet, la loi dr I'hydrostatiquc s'Acrii ici : — — — p t g = 0 

■Cl^ 

dP 

soit avee 

Et apres integration : P(z) - P(H) - p # g(z- H)> - 

Fourz = 0, nous obtenons done P = P Q +p E gH, 

(1) et (2) dfrnnent : = i^- jcH^Pg + p^H)^, (3) 

11 reste a deter miner la poussee d'Ajdumede dans la cor figuration pr&nsde ei-dessus. 
Ellc cst egale et opposce au poids dcs fluidcs deplaccs, Deux cas sont done a envisager : 
a) H > ft. le edneest en toured Van de teDe sorteque : P A = -p c Vg - {4} 

p) 0 < B < ft T Le cbne rTest que part [element 

ini merg£ dans Pea u ce q ui donne : / \ — V , 

?! = -[p.v.+wv-vji? 

V d dfeigne le volume * baign^ * par fair, 

11 faut alors remarquer que la masse volumique de 

I’eau est bien Sup^rieurc ? A telle de Pair f ~ " 10 3 ^+ Ct qui pcrmcl cTadopter le cadre 
d 'hypotheses suivant : 

Hi - La pression dans fair est unifornie et vaut P 0 . 

H2 - La contribution de la poussec d'Archimfrde due £ fair est ntfgligtfe ce qui impose : 

pl#-p r (V-V,)s (5) 

En toute rigueur, il faudraiL que Ton ait p f (V - V ( ) » p A V 4 i oepcndant* pour V # - V , 

on a P A - -pjVg = +^R J pjftgu^ grandeur qui est effertivement n£g|igeable dans la 

mesure ou I'on a fait I’hypothcsc Hi, qui revient a nc pas tcnircompte de la chute dc pnes- 
sinu (p ,Jjg) sur la hauteur du cone... 
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Exertke m * 


Cakulons V et V, : V = ^nR z ft 

V t = ^jcR^Jr' et tan ft = ~ = tt 
3 ft ft 

d'ou V a = ^ rc It J ft j avct ft' = ft-H 

1 — J" 

A eette approx i mat Lon,, noui oblenoiui done : P A # 



Nous pouvons maintenant donner rexpressfon de b force F k : 
CO H » It: i> = p,V^-ltlO(P s + p rf H)^ 


D'of ' = I- |HW> 0 - p,v(«! - l) ?.. 

Et aval Jfi noldlians. du Icxlc F p ™ UtR-P^,. I- , = j)^V : 



Dans ce cas, fia pression vane I increment cn fond ion dc H cn tout point de la surface 
kit ir ale du cone, LI en est done de mime de la force F p : 


P) H eh: l> - 


D’o Lt 



m 


[] ya bien conrinuik de F P (confer f6) et (7)) pour ft = H. 

Trains Lc graphs dormant F v ( F r * -F P « t l cn function de la variable X - — : 



* ttemarquon* enfln que k soliiie rspojscra (sam intervention exforieure) snr te food du 
recipient qae si son poids «l supirieur a Sa poussde d'Archtrn&de* Sail Jfoux t 
Mg>p t {V-VJ pour \\ < h 
M£ > p f V pour H > ft. 
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2 . On a ; 

1,3. repartition dcs efforts de pression pos$tde la HynkEric 
de revolution autour de Faxe Azdu eSnejde telle sorte que 

t mm “i , 

b resultiinte de ces efforts est colinealre & u 2 soit : 

Fp = (Fp = -F P v 

NotOrtS t|u.e fi ■ u, e sinfK. 

ftjur calcukr 5l P considcrons la porlion de la surface du 
cone situte cntre Ics plans tk cores z c! z + da ; nous avons : 
■ 2rcrdi s avtc dfeos-ot ■ dz. 

IX-plui, tana = (or^rtepriseausornmetAductoe) 
-z 


/ ' 

LM\ 

UL 

LA 



soil 6E = -Zirztuntt- 


Do ii 


dz 
cos a 


et ft ■ tf T S£ = ~2ftztan 2 tidz. 


fp - -2 It tan 2 raj P{z)zdz 


( 8 ) 


Bjivisageons slots ks deux css de figure selon que k cone est eompletement immerge 
ou non dsns li’eau : 

a) H ^ ft : 

P{a) = P a + p E g(H - h — z) puisque la prcisioil doit augtatntcr lotsquc (-z) croit, 
l.lnEegruIr (8) s'^cril abrs: 

F p = -2 k tan 2 raj + 

oe qui donne t 

F p = - 2 *tan'<i[p 4 ^=|-j + p c ftH-h) 
l ioil a vet taxiC* e (et done R ■ fttartra ); r p = ItR 2 Pg 4 It R i; — ft 4 , 

Finalcmcnt, nous obtenons avec V = 


F r - ITR ; P 0 + p e £V 


3H . 

. h . 


P H*fi: 

Rappebmque ft' = h-H, d’o& : 

P= P„ pour 

P = Po + P*#{H -h-z) pour -It -(ft - H.). 
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Exercke wu 


L'infopratc dtvknt jgi 
F» = 


= -2ntiui*ai[ [P|j + P t j(H-!f-2)j?dz] + j P^ds 
\ J -h 

F P a -in tai^a |eP 0 + p t g(H - - jj... 


boil encore : 


F P = ItRij P 4 + p.f^I - HJ'+ p.*[H - * + |l.] J. 


rinjk-mehE 


F,«ItR'P„ + ^4(1-5)’- 1*15 


Ces resnltats, cEablis par un cakul direct sous forme d’intcgralc, sonl bien sur identi- 
ques o eeos obtenus v portird’uri bilsn ck forces utiiisant k rhcot£me d’Archimbde, 


I POltJt MfiTHODE 

La premiere methode semble done preferable a La seconds. 

bncorc faut-il s’assnrer que Ton petit utilizer la notion de poussee tTArchlmede 

d'etat de reference devant eorrespordrea un etat dequilibre bydroslalique... L 


^ Ballons ascensionnels 

1. MontgollMre : on tonsidfre une enveloppe de volume constant V fl , remplie (fair 
(suppose q a; parfait) a La temperature V. Ce ballon est ouvert a sa partie inf&rieure, 
de fa ^on a tester concernment en equi Libre uniquement de pression avec I'air exte- 
rieur (domi La temperature est T) r On note M*, La masse totale de l J envetoppe. du dis- 
positif de ebauffage, de La nacelle et des passagers. 

a. Esprimer la relation Liant V notamment a T et P pour que Le ballon soit en 4quf- 
libre du point de vue mecanique, a La press ion ambiante P. 

b. Application numerique : V 0 - 1 200 m 3 ; M 0 = 400 kg ; g - 9,8 m - s -? ; 

Pj - P 0 * 10* Pa ; T t = 290 K (valeurs de T et P au sol). Masse volmnique de 
Lait dans les conditions normales (P n et T a - 273- K) t p fl = 1,3 kg ■ m -3 . 

Montier que le ballon d4colle si V est superieure a une temperature Ifmite T[ que 
L J on calculera. 
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c. Pour quelle valeur Tj de V k ballon serai Ml en equilibre I [ altitude dt 200 m ? 
On posera +ilT' et on dierchera k determiner AT' satharit qu'i cette alti- 

tude, La temperature est T 2 - 289 K. Commenter. 

2 . Ballon-sonde ; dans ee cas, lenveljoppe du ballon (sotiple et auverte a la partk 
inf^rieure) a un volume maximal V, - 1 200 m'\ et r» content initialemeitt, au 
moment dy d«oLlage, qu'un volume tf helium, aux conditions de temperature et 
it pression de fair environ nant (valours T 3 « 290 K et ■ P 0 * 10 5 Pa au 
niveau du sol), la masse de L'enveloppe et du materiel employe est M r - 250 kg, 

On donne : R - 8,31 J moL 1 - K- 1 ; g = 9,81 m - masses molaires de L'air et 
cte Lhtlium : 29 et 4 g ■ moH* 

a. Quelie masse minimale d'hfilium faut-il introduire dans Ifonveloppe pour que le bal- 
lon decode 7 Quet est le volume Cdnespondant 1 

b. te ballon a 4te rimpli au sol am ur volume fhdlium V & - 300 m 3 . 

Outlie est La force ascension nelk au depart ? 

Comment evoke cette force avec ['altitude ? 

Quelle peut itre la toi du nvouvement ascendant du ballon 1 

c. Determiner La relation liant Les valeurs I et P de La temperature et de la pression 
de ralr i ["altitude ou Le ballon est en eguilibre, Conner la valeur du plafond H atteint 
par Ee baLLor dans Lhypodkse d'une atmosphere isotherms Commented 


■■11. de cpi-Jl faut s&V&i r 

* Poussee d'Archim£de, 

* Lot des gw parfcits, 

* Lol de i’hydrcstatique, 


£12. de ^-q ? il faiit dofa]brg&4re 

1* 1. Le ballon est sovroii It son poids et a la poussic d'Archmkde : il est important de 
bicn pretiser le systemc, et le volume quill occupe; k poids sera done celui du 

* materiel * (masse M 0 ), cl Celui de fair ehaud oontenu dans le ballon {masse m% 

b. Pourde petites varlatbnsd’alLilude, tempfraiurt et pression de I’air atmosphfrique 
varient pen : on pourra utiliser urn? relation approeboe pour cakukr la variation de 
pression, 

2. Dans le cas du biilifiM-smide, les forces en presence $ont les mcrati, niai$ on a dors. 
Inter A limiter le systemeau materiel et A ['helium emporfo, de volume total pratique- 
men t egal i cdu.1 de l 'helium. Lnlin, lorsquc I'aliiiude varie : 

* de nou wiles forces peuvtnt appamilre ; 

* les conditions de temperature et de pression changent, et le volume occupy par 
nwSUum change ? si cc volume atteint in valeur V m , de Lhelium s’echappe du ballon... 
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■y Solution 


1 * a> henoitt comroe systeme le ballon, ses accessoins et son content! : il cst sounds 
aus forces de pcwntemei i la poussit d'Archimfcde P A >$oii uite force ascensionndlt : 
/= + ( 1 ) 

en notant m r la masse de lair - A la temperature T - contend dans le ballon. 

La pousscc d'Archimide P A cst fgalcau poids du volume Vd air- ^ la temperature 
T - dont Ic ballon occupc la place : an peul raisonnablemcnt prendre V = V # (cequi 
nrvient k ndgligcr dcvant V & Ic volume occupi par k matdrkl ct l« passagers, 


Exprimons P A ; P A * 


f(M, 


Et d'apres la loi des gaz parfaits. PV - nUT - R.T (M = masse molaire de I'atrju 

M. 

a «M MP MP 0 

Of P«r=-^r ^P J( , - ’gu? avec p (l * — frf taunt*). 


P T fl 


0 

P T, 


inm p, D = w- ■ y m «■ p, = p ° v ^fr'T 

Pour determiner la masse m* d'air contest ue dans le ballon, il sufiit d’utSiser (2) en y 
remplapnt T par T' (air chauff£k D’oit : 


m '«P% Pfl V 0 ^-^ 


La force de propulsion ( 1) s'&crit alors : 


( 3 ) 

Le ballon est en £quilibrei Taltitude consider*? (air ambiant & la pression Pet Ala tem- 
perature T) pour une temperature T 1 de Pair du ballon telle que /(T) m 0. 


Comment&m 


-i -i 

Cela suppose IVxistejict de t'noltemejits Huittes (du type f * -aV ) de telle sorte que la 


viewse de mnntM s'annuk en mfaie temps que la force.. . 


Soil : — ; = - - 


1 H: 


J 


T' T T^V, P 


TT HJ 


I. b, Le ballon d^ollem si bona/ > 0 pom V = P„ et T = T, = 290 K. Cfla sup- 
pose done, d'apres ( 3 ) : 


t 


T J > T| av« d’aprts ( 4 ): ~ = — - 


M. 


( 5 ) 


D’oii 



TJ T l T,p 0 V a 

Tj - 399 K ( 398.6 K). 
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1* C. Le ballon cst en cquilibre a I’altUuefc de z - 200 m pour ink temperature Tj 
tdkque ( cf, (4)) ' 

III M fl P 0 


r; 


r 0 p tt v 0 p, 


£ 6 ) 


1] rcste i determiner la prcwion Pj de I’air ambiant. £crivons la loi dc i'hydrostatique : 


dP 


pT fl 


- PS ou P s Pap " j 


d2 


T variant p<u (T |au sol) = T, = 290 K Tt-s » 200 m) ■ T 3 ■ 289 K ), on n^gjigera 
les varlaiiom dc p sor utie difforenM d'allitude de 200 nt, d'oii : 


1 dP 

Pdi 


Pa#p T ~ 


U x 273 x 9.S1 
10 s x 290 


— I CM m’ 


La presaion varie done IgaLement trfcs peu sur le mfjne tntervalle. 

dP T„ 


PDSoitt Pj ■ Pg + AP. Nous ferons I’appraxirnacipn : — = 


T, P n 


■ - Ptf; 


Soit AP # - p^ 2 -r‘ Soiutrayons alors lea relations (5) et (6). |] vient i 


J 1 

T f T' 

* i 


t, 

I i 


1 


Ti T, T 0 p B V d 


I - 


r n 


soil a ice = Tj + AT' et AT' « T, ^ - i » ^ 

^ 1 * 2 T| 

De mdrne Tj - Tj + AT et | AT| « T, =s - - — = ^ ■ 

T| 1 J 


Et 1 -■ 


1 AP j, . T r ^ 

— ^ — dour AT ™ T, 


AT 


M 0 T 0 
PoS^ 


Lt; TjpjVj T,P 0 J 


sod 




^application numfrique dorrnc AT = 1,7 K avec (AT = -I K). 

Commeritaire 


| I j aimp(nti]Jt T' cT&juilifrre tst une ftmetion leniement variable de ?, Un fiiMe #chauflfe- 
meni de Tab emprisonnl dans le balloji suffin I fairr varier notabiement Tahitude du LmJLhi. \ 

2* a- Comme prcc&kmment, le bilan des forces s’exen;am stir le systtme 
(envdoppe + hdium + materiel) foil apparaitrc ww force * morrice » rdsulianic ; 

/- 

La pous&de d h Archim£de correspond id k : 


Pa = Pi (l .rjjr V B 8WC Pn«rj. = 


RT, 


Chapitre 6 - Ttierreiodynamiique (^91 


re? StfpjdKj 



Extract « 


Or rhclium contenu dans le ballon est dans les mcntcs conditions dt temperature ) T,} 
et de pression ( P, = P rj ) que I'air esl^rieur. soit : 

_ m h ,p 0 

“ Pu f £ fit Pn e - uy + 


finalcrnem 


i = PHcr7^ v of- n3 nc^-M^, 






Commcfi til in'. 


lm|i[niit--^ = (1 repncscnte la density du gm Helium par rapport i Tail. 

M*ir 

Le decollate n’est possible que pour f> c’esl-i-dire ; 
suit iw Htf > 40 kg> 


soil V„ = 241 ro J , 


J 



Ce qui correspond a un volume V |: . [el que : 


v o = 


*h k 

Pus 


" J Ht RT i 

M,,,SV 


2. b. Slsuffu d'exprimer/ en fbnetion du volume d’hellum introduit dans l'envdoppe. 


I, "L j -,\ 

^Lfc- 1 Jirrr v “' M "> (7) 


■ m h „p 


^application num£nquedonne/ - 601 N. 

Sous 1'effet dc celle force,, le ballon va montcr, ce qui entraine one diminution de h 
pression (ft de la temperature...). Mais/ne depend que de la masse d’helium intro* 
duite au depart : taut que celle- ci reste constant*, la force mte anstante. 

Cepcndant, il serait tout & Fail abusif d'en deduireque le ballon va avoir un mouvement 
uniformemrnl accclfre ! En effct, lorsqu’il y a mouvement, apparait un* force supple* 
mcntginc, due au froitcnwnt dc fair sur I Vnvcloppc, force qui croll avec la vitase. En 
pratique, le ballon va Clever i la vitesse titniie pour laquelle la force de frettement eat 
egalei/.. 

2 . t Le mouvement precedent - pratiquement uniform* - va durer iant que reste 
constant*, e'est-a-dire iant que V He < V m (rhflium Uoccupe pas lout le volume du 
ballon). 

A part ir du moment oil V Hc alteint la valeut V^, la masse d'hclium pent diminuer (de 
I'bclium s cchap-pc par I'ouvcrtute a (a parti* inftricurc) el la force/ egalcment :: Sc 
mokivemem ascendant se raltntit, et te ballon attaint son altitude d'eqmlibrc pom* 
/ = 0, avee V = V m : 



M lle )^ v „ -M 
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on a Template dans (7) P 0 par P, T, par T el V fl par V m , 


Sait 


P M b R 

T*(M jir -M ILe )V ni 


m 


p 

Application twmfrique i - = 69,25 Pa - K~ 3 „ 

p 

On petti comparer cette valeur i la valeur ay sol : ^ $ 345 Pa - K - ’ 

P 

<t rtmarqucr qiK ^ diminuc rt^uliircmcnC avcc l altitude (h variations df prcSSion 
E’empnrtent Eargemen! sur les variation! de temperature,., )„ 


Sl I’on fall I’hypolti&se d'une atmosphere isoltierme entre k sol el I’altitude atteinte par 
le ballon sonde, soil: T{r) = T,, on pent afore determiner la press ion F(^) en font - 
lion de Paltitude z et en deduire le plafond H. 

Revenant £ Ja lot locale de rhydrostatit|ue N nous avons ; 


dP P T 0 

dj P * r * = P ^P 0 T, 

doit IdP = ^ d , 
p p 5 t, 

Bt apr&s une simple in Iteration : In 5" * - P ' v \ '* r - — - ml a - — ■ u * 1 = 8,33 km. 

Vi « 


Le plafond {cf. commentaire du La,) (z =■ H) est obtenu pour - - 69,25 soil t 

T, 

7 

Q' 

Commentaire 


H = -a Inf 69, 25 - 13,4 km. 


Llrypothfcse tie I’atmoaphtre isotherm? n'est certainemeirt pas trte 


rttJfete <taro Je aiflwii^,., J 


Effusion par un trou 

1* De Thulium est entering dans un recipient de volume V - t L maintenu i 0 *C. La 

pressieri initiate est P 0 - 1 mmHg. 

A t'ext£rieur du rltiipient, sfest Le vide absalw., Sachant que la parol est percle d'un 
petit trou d'aife s - 1 (pm) s , itablir ('expression de la pression P dans Le rleipent en 
fenctioji du temps, Au bout de ecmbitn de temps, la pression aura-t-ette diminui- de 
morti# ? 
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*09 35lDi:3X3 


2, Au Lieu de wrtir dans be vide, tes atones parent du recipient (1) i urn tldpiert 
(2) d« volume V identi-q ue au pr£c£dent. let deux recipients sont scares par une 
paroi diatherme per«4e d J un petit trou de teime surface que pr£c&demment. 

A la date t - 0, le recipient {1) contient de Lb6Lium sous preasion F 0 ; L'autre «t vide. 
L'ensemble est maintenu a 0 *C. 

Etabllr la Loi dormant ta pression P 3 dans le deuxi^me recipient in frjnctton du temps. 

p 

Catculer La date a Laquelle P* - y- 

L'h£lium est yn gai monoitemiqtie dt masse molaire M - 4 g - mol -1 . Le trou est 
asset petit pour considirer que le gu reste an repos. On consider* que tons les atomes 

ont nine vitesse egaLe h la vitesse quadratique u = 

tees qui selom ± ±u y/ ± ^ . La repartition dans ces si* directions est isotrope. 

0n don ne U constants des gaa parfaits ft - 8,3! J - K" 1 ■ mol" 1 . 

11, de cpi’jl fasil savoir 

* Vitesse quadratiqirc moyenne d’tm gjiz parfiit monoatomique. 

* Loi dcS gitz p.irLdil v 


3RT 


— ■ * Ces vitesses ne sent prien- 
M 


■ ?. Ce ^u ] il faxii dompreJitfre 

1. Li taut determiner Sc nombre dTatomcs qul s’dchappcnt par unit* dc temps, puis 
nclicr « nombre a la variation de pression. 

2. II y a a la fds passage- des atornes de 3 ■=»> 2 et de 2 1. 


Solution 


i, * Soil u la vjtesse quadrat ique moyenne des atomesd 'helium, 
L’K^lium ilanl run gaic mftnOalOmiqut : 



Ij repartition des vitesses clant isotrope, | 



> Lcs atomes sonant par Ee trou d airc s pendant la dunde fle- 
mentaire df sont contenus dans Ee cylindre de volume 
dv = $u 4 i. 


• La densite atomique ctanl k nombre V d'atomes pre- 
sents dans le recipient dim in ye pendant le temps, df de 


dN = - 


sudfN 

6V 


j_ 

6V 


pRT 

M 


df - N. 
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Soit en raotant T = — i't” f 1 ) ■ 

S JK i. 


dN = _ N 
Ji T 

el =en tenant comptc de conditions inilidcs (N * N e 4i-= 0) : 

_ j 

N = K A e"\ 

ParaiBeurs,<l’apt4i la loi des gaz parfaiis : 

P = — 5 Xjitart Ic nombre d'Avogadro. 


IE vienl done 


f» 0 

P - ™ pour 


P = P r ,e T 


f t * Tin 2 

i 


Application num&ique : 


” k ': = T^ ln2 (i) - 


t , “37 juurs 
2 


2. li fiut mamtenant tentr campte du passage des atomes tie 1 vers 2 el de leur passage 
de 2 ■=>> 1 tout en eonservant Le nombre d'liamti : 

N a =N, + N 2 (3) 

dN, N, N, , 

On 9 -gy = - — + -^jr H) wronic pr&&kmment avec T = * car V et T soot iden- 
tiqu£5 pour Ecs 1 recipients 
dN, 

Soil* en diminanl et N, dans (4), 4 I 'aide de {3) : 

dNi + 2 Nj = Ng 
dr T T 

d'oii N ; = — ll-e 1 J en tenant compte dea conditions initiales 
1 .h'.V 2JT m V \ 1 / 




Pa T 

P 2 = — pOpr t T 22 -In 2. 

Application numettque ; 


f " a -f, 2 = 144,5 jours. 
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Exercice 4QJ n* 



Cloche renversee 


On re reverse uree cloche cylindriqire de section s, de hauteur ft et de masse m P et on 
la laisse descends verticalemertt dans une cuve & eau. La doche s'enfcnce dans read 
ere emprisonrtant I'air quelle contenait et «accupant initialememt son volume irrt^rieur. 

A r^quilibr^ b cloche flotte, la pression atmospherique 
vaut P 0 et la masse volumiqus de leay est p, Lfcpaisseur 
des patois de la cloche est supposes neqligeable. 

1 » Determiner Its hauteurs x et y repirant let surfaces 
libres de Feau par rapport aux bords de la cloche. 

Z* a* A quelle condition - m le volume V 0 = ft; de 
la cloche - celle-ci peut-etle effective merit flatter ? 
h, fietrouver le nesulbt precedent en utilisant le thea rente dArchimede. 


air 


!I+M 

Pa 

$ 

air ft 



eau 

* 



Id 




i Solution 


1. L'air emprlsonne dans la cloche est cum prime par I'eau 
qui y pt 5 metre. Notons P sa pnessloiL 

Lequilibrc ra&wiiquc tic la clothe sVerit «lor$ ; 

r-m 

p 


Pf = + mg (|J 

Pour determiner la pnession P, on supposera Pequilibne X 

therm Lque alteint, et on assimilera Pair 4 on gaz pariait, 




□ 


soil or notant n B lc npmhre de moles d*air cmprisonndes- 

P«V n = P’(V (I -^) - rr D RT (2) 


Pliminons P entrc relations <1 ) et (2} : 

¥$$ +■ mg = 

Soil av<x V„ - fft : 


h-y = 


■V* 

*V + mg 


r*= fc 


i 

i + ™& 

■V- 


v 6 -V 


Finalement 



0) 


La valeur de x sen dedust en evaluant de deux Faxons difffrentes la press Eon en A : 
pn a (Tunc purl : « P ■+ p£V 

et d'autre part : P A = P fi = P^ + p^Jt. 
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On a done 


r * p- 


v,, + v 


+ p L_ i . 


{3} 


La masse daii 6 m ? pompee apres un aller et relour correspond & 
6"< p - m( P) - m( P') - ^(P- P'). 


Soil 


6m, 


MV 0 yVi -PcV, 
RT 


v o + v i 


f2) 


On atteint la pression limite pour P' = P » P f „ d’ou : 

V fl 


= P, 


+ P 


*v 0 +v 2 


IV * P, 7T” 


( 3 } 


Com men tti i re 


\ Oil await d&akmenc jw 6c rice qut la limite etam aueinte, on a jtfowsairenwiH 6»* p = 0 
pouf P = P f et qui redenne biei* le mime nfisultat. 

Application num&tit\uc : si I’oii dent compte de V v » V 3 et v i» v, 


J 


$F = P' - P # -L< p f v, - PVj j = P f f^TT^ 1 = -Kir =* 6P " “ 10 ° Pa 
V 0 v % ^ v c 


MV C 
^ RT 


f-5P)^5m, = 1,15 g 


P, = P* ^7 => *V = &>■ 

2. a, Avan! le oieme aller et retour, la piession dans le r&ervoir est P H _ 

Aptfes, eile devient P N . La relation definis&ant P a j parlir de P n . t est la mfime quo celle 
Stabile au 1. entre V et P {faiire P — > P„ . , et F — >■ P^L sok : 


F„ = P, 


Y n + V, 


+ P 


c v ll + v 1 


t T '! r n T ' 1 

13 suffit de noter P t , = P e {pression de i’air dans le reservoir avant le debut du pompage). 
les different pressions successive* dam le reservoir torment une suite { P H } , Sachant 
que eette pression doit tend re vers P (n posons P' = P„ - P f , 


Dob : 


*< + K = +p e 


v,+ vv 


V p , IVV. I'/Vj / V.\ 

“ e,KDre : P - = v^vt P - * yrTr-v^t l P ' = P ' vj- 

0 

La suite { P ' } const itue done une suite g£ometrtque et : 

k = p «(v^)" am:F » = ■Wf ■ n-n 

Finalenruent, nous dbtemons : 


]VV H 


e - = V ' + {^ 7 v) 


( 3 ) 


Chapitre & - Thefme^namtque 


(&3 


aterial 


Exercke m * 







Ejjjgfdc# mt 


2. b* La pression dans b reservoir vaul 


P - a h s 0 
P = 1\ i. r, = At 


P = P ., A = pH A f etc. 

0C1 At = ^ «( U durte d'wn aU«r ti retour 4 w piston. 

s ( V 0 \*u 

On a don, P„ = P(lJ - P f MP f - ’ 

Suit encore: POJ = ? t *{P c - P f >e*r J -Ni B b| ) J 

V, / VV> ( V, , j / NV, A 

° r — ^ c< 1 => u \ 1 + ^"^'“ vidmM: p (, " )#Pf ,| ' tP « _Pf) “ p r"vr'"} 

[] upparail urt tempi earactfrlstiqiK t d 1 Evolution de la preuion j 

N 


Le temps esl tr£$ grand davant 9a durAe At de ehaque « cycle » pui$que : 

f 4 :— ' 

On pent aim's considerer i|ue la pressbn P dans le reservoir jvolue de fia^on quasi con- 
tinue selon 3a loi : 


P(r) = P, + <P,-P,)«p(-i) 


2 , C. On a etabli ay L. que : 


5P 


{ v D \ v, P t V,-P,V, 

■^-- p .-^(v^-0 + p -5^“Th^ 


< 1 
i 

< 

11 

f-W] 

“ f v j V|&1 

L 'P, J 

l pj 

V 0 4-V 2 L * ’P„J 


AinsL on a 


'_5P' 


V v fl + V 




La quantity 5k etant ires foible devant P, on peut confondre la derivee de Pi f) avec le 

ta ux d accroissemcn ( — i ce qu l donne : 

At 


dP 6P _ 

dr At ~ V..+ V, 


dP NV, 

D'ou 1 ^nation diEfarenlielle ; — + — P 


—V.v^rvj ir = L 

P V , . 


N 


V 4 v ’ * 1 

v D T v l 


_ i v » + v, v„ 

““ t = s— ' kv; 


dr ' v 0 + v z 

v i dP 

c,p '= p -vi ;T 37 + p = p '- 
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Exertke wt 


d-#u: W, «t W, = 


Soil 


W t = -P„ * ! Vj in( -p~ ) 


- 4 e phase i 

L'atr esl refoule a preubo comtante P ft 
d'ou : W , = -P e fV,- V") 

Soil W 4 = -P f V, + P„V" 

awi F e V" - P.^V, 


et : 


W, --P^V.+P^.V, 


Le travail total qu’il aura foElu fournirest : 
W T ( n — * pi + 1 ) = W j + W j + W t + W, 

W T (rr <=♦«+!) *= P^lnj ^j 


P„v w 

r-^F- 

s t s, 


+ fP-V ft +P 


* v ' ,h (T 1 ) 


Si S, 


+ K+iVi - p.v, 


avee. de plus : P. + , ( V a + V, ) = P„V, + P ( V, (4) 

Cc qui peut encore iterire sous la forme suivante l 
W T (» -r » + 1 ) = [ E J r V , ^ (P„v, + P c V ,11101 ^ ] 

+ U F,V 0 +• P t v, ) - P K+ ,v 3 1 In ( ^ 1 + [P ff+ ,v 2 - P £ v, 1 
or daprb(4) : P W V 0 + P r V, - P T+1 V 3 - P n4 ,V ft 

= V^P, 


et 


D'oit : 


W r (M -4II+I)- -P,. V fl ln| 


fi?) 



Calgulorj maintenant le travail nfeeswire pour site indue la pression limile Pf dans le 
reservoir : 


W[ - = -v 0 X(p...-pj*Z[ v «p- l l,1 (-r 1 )*v ! ,p>(p= 

r a * * 

»il»KP n =P,: w; . -V ( (P f -P,)*V,|p,ln(^)-P,ln[^)J. 


Fi nalemeiKt 


W-f »-VrfP,-P,) + V 1 P ( li^i‘] 


Application numtririue ;Wj = —I ■ (|0»- 10 s ) + I ■ lO-'lnl WJ - 94 k}. 
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H B. Bilans d'energie 

Equi Libre mecanique - Equilibre thermique 

Un cylindre, A parols therniiquement isoLa rites, ©it sipare m deux compartments par 
tin piston initialemeftt bLoque. Ce piston est faibiemerttcoitduetourde ftnergie ther- 
mique et de capacity thermique n^gligeable. Dam t r £tat initial Le oompartiment de 
gauche efintientffj motel d r un qaz parfait dam les conditions V tJ Tj et le co m par- 
ti merit d© dmite contient n z motel do mime gaz parfait dam Lei conditions P Zr V ?r t E . 

1.. On LiMre le p'.ston, et L'equilihre mecanique s'etablit rapidement entre Les deux 
compartiments, avant realisation de L'equilibre thermique. Calender La pression P. 

2< ^entrer qu f ensuite L'&quilibre thermiqjue s'6tabdt i pression constants, taleuler ta 
temperature T d f 4quiLibre, OyeLte temperature dequi Libre atirait-on obtenu si le pis* 
too etait rest! btoque dans sa position initials ? 

3. Comment lont modifies les r&iuitats precedents lorsque tes deux gaz parfeits me 
sont plus de mime atomidte 1 

:ili Ce ojVil f»ul s&voiv 

* Premier prindpe, 

* femergie interne d'un gaz parfait. 


41 , Ce <fa ? il faut coinprgftJre 

1* Le system© constitui dts deux gaz et du piston est isoU: de Icntfricur. LVtat de 
depart est un ©tat hors equilibre et Le syrlirae finira par tendre vers un ©rat rf equilibre 
correspondant n&essairement & : 

- r©galit© del prtssiom (piston mobile] ; P[ = Pj = P; 

-l©g^il©des temperatures [piston condiicteur de Tenergie thermique) : T[ * Tj * T. 

La conduction thermique du piston ©rant faible, on peut considto que I’equilibns meca- 
nique se fera avant rfiquilibre thermique, On supposera done qu’apres une l™ phase, les 
presstons seyaiisent dans les deux compart intents sans pour autant que les temperatures 
des gaz soitnt identiques, Dans une 2* phase, le systbmc Muen pour artcindne ©gatement 
requilibre thermique tout en maintenant de? pressions ©gales de part et dautre du piston. 

2. A la fin de La l rc phase, on a F,' s P] - P ( pression ©alculeeaul*), 

Le system© maintient enauite Pf = P{. Cette valeur commune reste en fait constant© 
car on s’est place dam un cas partial I icr : mane poz parfait <i a mchaqtic compart imenl 
(c’esl-i-dire mcnic capacity thermique a volume constant...}. 

3. La nouvelle pression commune P obtenue a la fin de la I" phase ©valuers en feme- 
lion des volumes V' et V* et done des temperatures T£ et Tj jutqu^ tine valeur 
finale Pj correspondant a la temperature T, associdc i l'equMibrc thermique final. 


Cha pitre 5 - Thermodynamique &07 
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•3. SoIulioJi 


1 , Considlrons le sy^ttme tor ropondant m contemi du cylmdi* (ga* dans Its deu* 
compart imerits plus, piston). Appliquons-liii k premier princIpe entre 1km iniLiaE et 
un £tat irttei'in&liiLrt pour lequel les temperatures iont Tj et Tj et ]'£quLlil>re 
nitjue r&ilis^ (soil PJ = P> = P }. On supposera que I'on pent nfgliger IVnergie cintf- 
liqu* du piston biinsi que Its variations iwentuelles de son ^neegie interne (piston de 
capacity thermique ncgligeabk, 

On a done : AU ■ AU(gaz ©)+ AU(gaz ©} = W+ Q.. 

Or k syiLemt lvalue & volume total auistanl el W a 0, 

U’autrc part les pare is du cylindre soot adiabatiques : Q - 0. 

On a dune : AU{$32 @} + AUtgaz ©) = 0 + 0 = 0 (1 ) 

La variation dknergie interne de rt moles d f un gaz parFait s’ecrit en irstroduiamt la 
capacite thermique C v il volume constant : dU = nC v tIT. 

Elen pnenant C v = constante : AU = wC v (T'-T) (2) 


Soil ici d'aprfcs ( 1 ) et (2) : «, C v (TJ -T, ) + -T 2 ) - 0 (3) 

Op a 1c merne pz parfait dans les deux compartiments, d*ou awee Q = C v . : 

(4) 


■ i {t 1 , -t 1 )+» j ct;-t i ) = 0 


Cette relation entre T[ ct T ( restc Valable, dans k cadre des hypotheses precipes plus 
haul, memc si Ikquilibrc nkcaniquc n'est pas attcint, 

Lcroncc suppose maintcrant que l^nilibre mdeanique s'est irabli (P, - P 2 = P) 
avec dcs tempt ratlines dcs gu di ^rentes ( T j" * T , r j , La lot dcs gaz partial is donne alors 
pour les deux compart iments ; 

P V 1 = pi,RT[ (avee p , ■ V , = n,RT;| ) 

pv; = fsjRT; (avec P ; .V, = n z RT Z ). 

Pv plus, la conservation do volume total s eCrit ; V( +■ V,' ■ Vj + V t , 

jh 


Soil = V, + V 2 


(5) 


Et avec (4) qui sktril ir,Tf 4 « 2 T 2 =■ rqT, +• n 2 Tj ■ 

, r P L V , 4- P 2 V 2 

(51 devient ^ •" = V, + V 4 , 


P.V, + P.Vj 
R 


Finalement 


P = 


P L V, + P,V i 

v, + v, 


( 6 ) 


2* A partir du moment ou il y a cgdit* des pressions de part et d’autre, le sjisibue ayant 
atleini r&iuilibrc meeanique f^gatik des pressiomj vt jgalement tendre vers rtquilibrt 
thermique (£galit£ des temperatures]'. La relation d£finis£ant Pest indjpendantede T, et 
l'i , Il en nfsuile que revolution vers Pequilibre thermique sVfFectuera a pression cons- 
tantc(4ple a P calculi an 10 Jcs volumes froluant en mAmettmifw que les temperatures : 

v i r e r v; r 

rr~. = a conslaitk —■«,— = constante,. 

Tj 1 P Tj 1 P 
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ce [jui don tie, pour le travail W church* : 


w - .r p.vt-s . - Pl vrr^r . ^vr-vri 

Jv, 1 1 V“ 1 1 L-«+iJv. ra-r * 
ctcn tenant complrdc P,V^ = P»v" : 


w 


P^-P,V, 
a - I 


{13 


' P h aoire part, d aprts le premier princtpe appllqu* au gaz : AU = Q + W. 
Dot q=AU-W ( 2 ) 


■ Pou 
Done AU = 


cR 


run gazparfaU AU - «C V AT - - — - AT el 4(PV) = n RAT, 

A{pv;i 

Y- 1 ‘ 


On a done pour la transformation eonsicMree : 

PjVi-W 


AU =■ 


Y-l 


(4) 


Puis cTaprfe ( 2 ) er aver { l) : 


cr 


Q - 


a - y 


( 7 - 1 )(«-!) 


(P^-P.V.} 


(5) 


Scat le rapport — ; 


Q = q-y 
W y - 1 


2. a. La transformation est adiabatique si Q = 0, c’csl-S-dirc pour: 


a = Y 


Dans cecas, on a PVt = constants unc relation con nue sous IcnomdcloidcLaplacUr 


C(rmmentdir€S 


- Cette transformation est auSsi uite isenlrupique, puisque Id iurtetson erttropie did pa par* 
tail peut s’ecr ire : 

“ P - Vt 


S(P, V) = S 0 +nCJn 


P.- V 


F ’ 

r_ 


Ce rfttlui est logjque, ear lei, lecarictfcre quasi »«ique E P ol = P fluidp ) pnmit la theui* 
biljtf: mficansque pour 3e fliaidie (id le gaz parfait) cl la question tie Ha rUversihU il£ thermique 
at *e pose pas„ puisqu'il rVy a pasde transfert d'ineqgie ihermique. 

* Ce* transformations polytropiques sont souvent prises connne « module » pour neprtsem- 
tcrdcs transform a I ions quasi staliqucs ■ pas tout i fait adubatiq|iies ». 
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© Evolution d'un gaz reel 


1* On considers tin gaz non parfait if equation d'etat, pour une mole : 

(p + i)(V-6i = RT 

equation de Van derWaaLsdans LaquelLe R = 8,31 J ■ mol -1 ■ K" 1 est La constants dies 
gai parfaits, et a ti b deux »mtan*es caract£ristiques dv gaz. 

La function inergse interne est donnle, pour une molt, par : 

U<T.V) = ~+/(T). 

On do one : 


gaz 

oO ■ mol~ z • rrr 3 ) 

J ■ mol -1 ) 

C0 Z 

0,36 

4/3~10-* 

n 2 

0,13 

j r B ■ 10-'' 

H, 

0,025 

2.7 ■ 10- & 


a. A queUe(s) condi ticn(s) syr a et b Le comportement d'un tel gaz se rapprothe-t4t 
de eelui d'un gaz parfait ? Commenter dans Le cas 011 Le gaz est Le dioxyde de Carbone 
avec tes conditions V = V 3 - 25 10 1 m J {pour one mole) et P - P t =■ 10^ Pa* 

b. NLontrer que La capacity caiorifique i volume constant C v ne depend quo- de La tem- 
perature T. 

c. Conner La relation [iant t„ it C f [capacity ciLoriflque moLaired pressbn constants) 
en fonctkm de jj- R, T et T, = |5( 1 - 

Fatre ^application num£rique pour H 2 et H 2 avec I = MO K et V= 22,4 ■ 1EH m i ■ mol- 1 . 


2. On fait subir a yne mole de CO? one compression, isotherms reversible dtpuis I'itat 

(P t , Vi) jusqu'a un volume final V> = Calender les transferts de travail W et 
d'energie tfiermique occasion nfa par cette transformation. 

Comparer ayx valeurs obtenues dans I'hypoth&e d'un gaz parfait. Commenter, 

3« Le gaz (id oo Hj) s'tcoule tnes lertement dans une canalisation bonze rrtale 
calorifugbe. II y -sy bit une detente de Joule- Kelvin {presence d'un etranglement ... 
m yn « point » de la canalisation). RappeLer les caractiristiqyes d'une telle detente. 


On difinst le coefficient n 


ui 

jrJ. 


oCi: H designs L'enthalpie. Lea calculi donnent : 


n - 4 


T-Tj 

p t - -r 

y 1 


Priciser ie rdle de U temperature T i ippelle temperature ^inversion. 

GalcuLer T n pour le diazote N t et le di hydrogens H 2 , V - 22 A - 10" 3 ■ m J ■ mol” 1 . 
Commenter Les resultats obtenus. 
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.HE]] t 


w - ET, "[ 5 “t]-# 4 ) 


expression dans kquetle RT s'es. prime & partir de l'^qiution d'etat ,, 
Pour C&lculcr If transfer! tht-rmiepe Q, cxpnmons le premier principc : 
ALJ - U(T ? Vj)-U{T, V,) = W + Q 


SOLt 


Q = iU -W = ~ + $ -W 
v s 


Q = -RTln 


_V ? -M 


C'nmmenJnire 

[ 

On a AU s 4j[ — - — j < d ce qni correspond a one diminution de tenergir poiemieUe 

des force d' interaction de Van der Waal* ( 1* compression a eu pour effiet de dimmer le 
distances mownnes interpartieules...), I'energie dndiqur imwenne £tant invariable ((a 
temperature eiam tijufe), 

Application mtnmique : on a v T * |j P, + ~^( V, - fr) ^ T = 302 K, 

Q = -5,62 kj et W - 5 s f>9 kj. 

Jtour un gaz p,u kilt . les r&ultats sont ceux que Fon oblient en faisant a ■ b = 0 dans 
k-s expressions prftedcnlcs : 

AU t -,. = 0 ( pre visible I) 

V, /V.\ 

Qr.p = -W„ P - -HT'In- = -P.V.In^J 

ear la lempira tun: a one valeur dilfcreote & P, et V, rise*. 

Num^riquement T' = 301 K # T 

Q G¥ = -W (:p = - 5,76 k|, 

rtoltats dn ntdme ordre de grandeur pour les valeurs de W et Q (tort de Fotdre de 
] 

Par cunt re, INtort tur les presiions IlnaLes n’eil pas ntoasairement n^gligeabte ! 

On pent le verifier facilement, en comparant Pj et K. 

P, - 


JiL _ £. = 9,64 ■ 10 ' Pa 
v i“ b v; 


- P|^ = 10 s Pa 

I'torl esr notable (- 4 %), mats a pen dVflfet sur le ramiltat de ] 'integrate dormant W,„ 
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Exercice «n 


I 


© Remplissage d'un reservoir 

On cunsidere {'atmosphere com me un i^iwir lnfini d'air I li pression 
P Q = 1,0 atm et a la temperature = 300 K, supposees constantes. L'alr est assi - 
milt 3 un gaz parfaitde masse molaire M g ■ m&H etde coefficient y = 1,4. 

On desire etudier differentes orations de rempliisage d'un nfeserveif flt Ge dernier 
a un volume V fi*e, une section $ et une lengyeyr l 

H est rnyoi d'yn piston mobile sans frottemerit de masse nlgiigeable, Une venue 
permit de mettre ct reservoir en communication avec t'atmuspblre “ ille passive une 
ouverture asst; petite pour que fair penetre trfs lentement dans a, u remplissage 
se termine brsque lair est a la pression P Q dans 31 

De fa^on 3 motfeliser simplement lopl ration de remplissage, on propose le schema 
soivant r 


;p 0 Tfl j ^ T o 

vanne 


0 V 

: y q 


1 kJ 

* piston » et cylindre 

reservoir 3ft 3 remplir 

de remplissage 

l 

et son piston 


Le systime ( P ifl , V lf! , T^l represente lair qui aura pirbtre dans 3t i la fin de ['opera- 
tion, ou il se trotivera dans tous les cas a La pression finale P t . 

V = 10 Lj S = 100 em a ; I = l n 

1. On etudie tws operations partant de conditions initiales differentes* Dans cette 
question, le cylinrfre vft et son piston sont adiafaatiques. 


a. 


Determiner T. 

b. 


vide 


air -§-■ T 0 


etat final — * 


4tat final 


Determiner T a et T E . 

c. 


vide 

flMlM 


etat final 



Le ressort a one longueur i vide l et une rafdeur ft telle que P 0 ■ S = -- 
Determiner T, le assort 4tant comprimi a mi-longueur dans I'ltat final 

2« Dans b reality Ibypothdse adiabatique pour Le cylindre et le piston rlest realise 
que peu de temps apris la fin de ['operation* 
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On tonsidare done qu'apr^s a^oir attaint (as etats precedents. la gaz qui a penatra 
dans 3t se retmuve an bout dun certain temps a La temperature l.-, de L'atmosphire, 

Lxpriroer et calculer Les quantities de c haleur 0] , 0,, et 0 , que lc gaz ediangera an tours 
de cette phase, dans lies tiois cas etudies precedent merit, la vanne etant restee ouverte. 

3. Dans Cette question, on no Suppose plus qne Ibuverture de La vanne est petite. De 
te fait I'air p£netre de fa^on brutale dans 3ft. an toms du remplissage. 

Indiquer dans qud(s) cas iL y a modification de La vateur (ou dies vaLeurs) de La tem- 
perature atteinte en fin de remplissage. 

11. C* ^u j i3 f&ut s^voir 

* Premier principe. 

* Loi de Laplace. 

Ml. Ce faut doMpfeAcfre 

* Dans Les quest Lons 1. et 2» t Pair renlre knlement dans le reservoir. Les transforma- 
tions du gaz sent quasi statiques. Ce n est plus le cas dans la question 3. 

* On definira soigneusement le systemc etudk : les ft moles d'air qui p&ictrent dans k 
reservoir et les transformations subies. 


i> Solution 


1. a. Les pe moles du gaz qui rent rent dans Le reservoir subissent une transformation 
quasi statique adiabatique. 

Avsint d'entrer dans 3ft, dies occupent un volume & la pression P B el la temperature T q,. 

La Loi des gaz pintails s'eerit P« v 0 = pjRT 0 . Une Ibis dans 31, dies occupant un 
volume V toujours a la pression P g et a La temperature T- On a de m£me P„V = nRT, 
£er Ivons le l Er principe : AU - W + Q, 

La transformation est ad Labatique Q - 0. CalculonsW, 


T — ~F 
fP.Su. 


r 


dje 


Le gaz est soumis a la force pressante I h M li qui lul toy nut 
dans le displacement le travail flementaire t 
&W = P 0 $dx = P t dV. 

Lc travail fournL ju gaz s'obLienl en integrant dV sur le volume 
Vq « l>loqu<[ par le piston » W = . 


I Point m£tkode 

[Jans Ic premier principe, W represcnle lc travail rc^u par Lc gal m niveau dcs sur- 
faces mobiles, Une ftude rnteanique Ju problfcme remplace avantageusemen t des 
formiiLcs touteS failed 


D'aprisla l w lotde Joule, AU - nC v {T-T D }. 
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On ? done ; «C V (T - T fl ) = P 0 V fr = r[RT 0 

TAC v +k) C. 

T - - T, j T = T.y 

Application nurntrique : T ■ 420 IC. 

L b+ Soil pe 2 Ic nombre de tnolcs de gaz contenues dans k coirparliment de droste, 
Ic nombrv de moles de pz qui vont enlrer dans ]e compartiment de gauche. On a : 

Pn 

* avumt Lc remplissagp : —V = >j ; RT c , et P 0 V 0 = jt, R 1 0 ; 

* apres Ic rcmplissage {merac predion P a ) : 

Pq^z = ^ Pq^' i “ »|RT t 

avec V, + V 2 = V, 

Le l Er prindpe nous donne loujours t AU ■ W + Q = W - P 9 V ig (1} 

M POINT COLTRS 

L'£nergie interne esl untie function extensive pour tes sp hitmen usuda. 

Lenergie interne d’un systfrme compose de deux sous-systkn.es est egale a la somme 
des energies internes respect ives des deux sous-systemes, 

AU = AU, ■+ AUi = -T tt ) + ft 2 C v (T2-T 0 ) 

AU ■ 7TT i:P ” V| * p « v » ) '*fh[ f ’» v ^^") (2> 

de (1) et (2), on tire V (l s (3) 

2 7 

Applicant la loa de Laplace aux « 1 moles de gaz dans Le compartiment de droite, 


T vV = p v v l 


done T, = 


dob V. 

- v@ h 

et V, 

- 0,39V 

1 p.A'2 

2V% 

f h v 

- v !| 

n„ 



App(raU/(?n rlurtnfricJiiC : T ; — 3iS t 7 IC 

oen - teT l = S = = t »@ = itt «v 

Application mtmerique : T ^ = 328 K. 
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1, c. Appllq uon& i nouveau k premier prindpe aux n moles de gaz entrant dans §L : 
AU = W + Q = W (transformation adiabatique}. 

An travail precedent, s'ajoute le travail de la force tlastique 




-kxul 

fmrmtm 


5W' = -kMx. 




Le ressOrt etmt mm prim* & mi-longueur, W = - -k- 


Commentairc 


fa pi «t polish A gauche par I'atiiKHpiiiR el recoil done le travail P n V 6 , k dfOlte, il com- 


prime le nsHorttk travail W* est done domk A r«krieur ( W' < 0), 


On a &in$i 


AU - l> 0 V 0 -i(i 


avec P 0 S = a - ct V - l S. 


MJ = P fl V fl - 


P,,V 


(4) 


El d’apws la ! r - loi de Joule : 

MJ = nC,(T"-T g > {$) 

Avant le reimplis&ige, on a tou Jours P fl V 0 — nRT c , . 

V 

Aprb le remplissdge, P 0 y = nRT* 
en reportant dans (41, il vient : 

AU = »r(t„- j). 

D'oCi d’aprh (S) : 


et done 


T* = -^T* 


Tf+l 


Application tittm&ique : T* - 350 K. 


J 


2, a, Les transformations ne sent plus adiabariques. Par comre* tous lc$ rtftpidi^ 
menti se font a pression racterkure constants P.v 


4 


Point coim 

Pour nn system* en ^juilibre m&atitque avec l'extdrieur dans Petal Initial el Iktat 
final, snbisssnt une transformation, k prtssion exterieure constant* (transforma- 
linn elite mono-bare) Q = AH, 


Cbapitr* £ - 


Themodyflaffiique (^21 


»rial 


Exerdce su 





Exercicc eu ■* 


0, - AH, = rCJT.-T) - -^r^HTo-T) 


(yS) 


F' 

'T* 


Qi = -P 0 v 


Application numfrique ; 

2 - fc Qj - All , + Al I , - h 5 C^(T p -T,}+ njCp(T B -T») 

= C p [(rt, + n 2 }T ft - n,T| - rtjTj]- 

D'aprfcs ] 'expression {2) — JT| T ( -n,T^ =• -— 

C ’ " Cv 

Q, = -^4U = -7AU = -YP 0 V 0 dVfefl) 


Qi = ~ 


d'apr&s (’3) 


Application nuttutrique : = -5-00 J. 

2 ■ C> Letat meamique d u sytfeme n'est pas modifid. 


Qt = AH, = n C p {T a -T"3 = 

o -M, 

Q* 2 y 


P f ,V 

— I c f T 

p i, * a " * ~ 2 By" p' ■ fl * ' 


f Is _ . 

- p * v JL 


Vf" 

) 2 Y-l 

l 2J I 


„ p 0 v 
Q, * — 


A/npJj'fjfion numtTrijutM Qj, = —250 |. 

Commentain 

f * J s.lilm Li rcibu'. r&quiHbre m&anLquc s*£tablit heaucnup plus itapidement qite I "l-l] ij i I ibrt- 
rhcfjiiiqdt, <e qni jusrifte tes model « pfojxwfe en I , puis «i 2, 

* U systems reste, dam cheque ms, l‘air present ait dttut du refroidisKnieni dans le 

roc rvuir. tJu hit dc cc reftrodLsscrncnt, un pcu dc jpz pfattrc alms dans le rbEraiir, rnais il sc 
mrouve k la (in dans ]<* conditions {T„ h Pj, il n'inbervienl done pas dans le bibui eneggrtiqtBe. ^ | 

3. U caractere quasi stalique de rotation de remplissagie n’a ^ utilise que dans le cas b, : 
sms ccltc hypothec. Si Up du cal cut not pas possible ct on ne pent pas cakukrT, et T lr 
On sad scwlement que : 

W = Va = AU = rtjQtTj - T ft ) + if^QCTj -T^), 

V 

On a toy jours = — (3). El vient Analcmeni 


YTj+T, = 2yT(j 


relation v^rifide bien sQr par les vat-curs T, ei T, tnpuvdes an l,h, 
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Detente irreversible d'un gaz parfait 

Un, cylindire horizontal est fetme par yn piston *— 
mobile Sans finite menfs. linterteur du cylindre est P Q 
separd en deux compartiments A et B par une paroi 
fixe f, Sur la face extdrteurt du piston, s'exerce La ^ 
pression atmospherique constants P € - 10 s Pa, 

Los pawls du cyLindre it Lt piston sont adtebatiques, 
mais la doison F est diathermane. 

Toutes ees parols sont de capacity tbermique ndgligeable, 

A I'etat initial. Le compartiment A eonttent tan# mote do gaz parfait cararterrsi par La 
C 

vateury * ^ = 1,4 H occupant un volume V A = 25 L le compartimtnt 8 est vide. 

Constants des gaz paffaits : fi « 3,3-H J - moH ■ K- 1 * 

1. Prtdser La temperature J A du gaz dans A. 

2. On pert* un orifice dans la paroi fixe F. 

a. Par une analyse qualitative do problems, montrer quo letert la valour du volume V B , 
de B, deux types de solution existent, 

b. En supposant quo V Ri est inferieur a la valeur-setiil Vj, (inconnue pour ['instant,..), 
determiner tes caracteristiques P lP V,, du gaz contenu dans A + B quand te nouvel 
etat d'equtibw est atteint. Application minnirique i V 0 » 15 l, 

c. Determiner La valeur-seuil V s en fdnction de et y. 

d* Pour > V 4 , determiner P z , V ? . r Tg du gaz enferme dans Le cylindre lorsque retat 
dlqui Libre est attaint, Application numlrique t V a ^ SO L. 

3. Quels commentaires peut-on faire sur la nature de la transformation ? 

■•I Solution. 



1. Liquation du pz parfait s’^crit, pour la mole de gaz initialcmcnt contcnue dans A : 

PV - RT »il T a = = 301 K, 

2, a. Le gaz va passer du compart iment A ms le compartment B cc qui va provoquer 
ie ddplacemenl du piston. La fin de ccttc transformation sera atteinte : 

* soit pares que la pression dans B atteint la valeur P fl , ce qui realise idquilibre m&anique ; 

• soli pdroe quo le piston ? vj«nt buter sur la doison fee F, tout le gaz die A ftant pa»4 dans B. 
II est evident que 9a seconds possibilite ne peut se rdaliser que pour un volume du com* 
partiimeM B suffesmment grand* salt V a > V,, valeur«seusl qua reste & determiner., . 


2» b, Dans ce cas f dtepnts ce qui precede, a 1 equilibrc, on a : 
Pt - P„ = P r , soit 
et 


P. - Pe 


V, m v 8 + v; (v; volume du gaz restraint cn A) avec P, V, = RT, 
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D'autre part, considfrons k systtmc const ink par Ics compartinicnls A «i B «t l«ur 
conlcnu, et appliquoTts-lui le premier principe : 

AU IFa = W + Q (1) 
avec = AU^ + AU^ - AU ps , 

car 1 « patois - par hypothec - n’ahsorbent pas dkmergie (parois adiabstiqu.es, et cloi- 
son F tie capacity thermiquc n^ttgcabk), 

Dou &V m = C ¥ (T,~T A ). 

D autre part Q = 0 (parois adiabatiqueaj (Z) 

Et W = -J P <L1 dV = -P fl AV (puisque ? m = ), 

A V representanl le volume batay£ par le piston mettle - 

av = v; - v a = (v^v h )-v A = v,-(v A + v p ) h 

soil W = -P 0 |V l -V A -V |J l ( 3 } 

f t ) dor re alors av« { 2 > ct (3) : C v ( T , - T A > = - P D V , + P 0 ( V A + V s ), 

Or P , V , = RT, et P„V A = RT V , salts 

£(P,V, - F.VJ = - P a V, ■+ P a {V A + V B >, 


Soi t cn tenant comptede Pj = P 0 et ~ - 

R Y - 1 


V, - V A = (7-1) [-V, + V A + V B J => T Vj * ?V A + (7 - 1 ) V E 


iVotl ; 




II Uii correspond mte temperature T { rkbnie par = RT 1 avee Pj ■= P r 




0,4 


Application mimirique: V, = 25 +^--25 =>V L » 32 h l L 

I 

T, = 387 K. 


2. c. La solution ci -dess us reslc valablc taut quli reste du gaz dans le compartintent A. 
(Teit-i-dire laniquc: V A > 0, .suit V, > V*. 

et. era lemplapnl V, par son expiessbn : Vj, < V A + ^ - - V B 


la valeur-seuii de V ft est done 


V B <7Va 

V. = YV a 


2. d . Dans eg cas, tout k gaz paSSe de A dans B, el 

avec P, P„ ct PjV 2 = RT, , 

et Is travail W rey'u par Le gai a pour expression : 


W = -P 0 AV - -P,(-VJ - + P fl V A ., 
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d by : 


nunkriquement : 



V, r 14 J - 10- 3 m'. 

On cn dcduit la temperature T 3 de oe gas : 

i 

T - PV i - P T f Pft V 

- "it" ~ p/MfJ 



soir T 2 #JS3K 

el le volume V , d u gaz ;T) : V, = .2 V 0 - V\ 



V, #33,5 - 

On en diduit la temperature T ( dr <x gaz : 



soir T, #806 K. 


1. b. * Appliquom d’abord k premier prircipe a Ibnsembk des deux gat : le volume 
est constant, done W = o, et le systfrme revolt par I’intermedkire de ia resistance 
chaufFante une energie thermique Q, 

Dba AU sy5[ = AU, 4* AUj -o + o 

soit Q = C y (T , - T 0 ) 4 C V {T 2 - Tj) 

or PV L = IIT l , PV 4 - ItT; et P^V, * RT 0 , dbii : 

0 = ylPfVi+V^-iP.Vo] 

ctavec C y = — et Vy+V. 

T-S 1 1 

Q - ^P-Pe)=* 


= 2V, 


Q^(l- 

¥ - 1 \Ffi 


aterial 
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Exsrdce »t* 


Application numdrique l P = 2P fl dnnne Q = 


2RT fl 

7-1 


Q * 1 2 h 0 kl + 


- CiilcuJons main tenant k travail W regu par le gaz (2), Le premier prtneipe applique 
au scut gaz (|) qui subit une compression adiabatique donne ; 


4U 2 = w^w = C. [ T> - T 0 ) = 


R 


Y-l 


(T>’T b ). 


D’oli* 


w = 


RT„ 


Y-l 


'(£) 


Appiiailinn numfricjuc : P * 2P e el W — l 5 32 kj, 

2< a. Le dia ullage du pz est quasi statique : le pis- 
ton, sans frot tc merit, est done constant ment en 
quasi-ct|uilibre, cc qu« w trad nit par un biian nul 
des forces qu’U suibit : 

Rs-P^s - Lv 3 0 

en aoUAi x le d^placement du piston depute sa 
position iniliale (le ressort a au depart sa longueur 
au repos pui&qu# P, = V a ). D autre part, le {t} £ 
volume est devenu : — 

V = V 0 +■ sx, 

soil P = p„ + -X = Pn + - ■ ■ 

S f 5 

La pression varie sdon une fonclion affine dc V h cequi setra- 
duir par un t raj ft rectilignc en diagramme P(V>, 

La valeur dek raideur k du ressort « fixe » b ptniede la droitc 
representative de ta transformation : plus la naideur k est tfle- 
veeet plus on se rapproch# d'un chuulTageil volume eonstanL 

AfiftatHnal. P =■ 2P 0 soil x - x f = ^('P - P 0 ) - j_P g , 


Ps 




— hwWPH| 

restart co ntra cte 

de x > 0 




D'ois k volume tinu I 


s J P, 

v -= v » + -r 


El une temperature finale T F telle que, loi des gai paj fails : 

2P 0 / iH\\ 

OP,)V f = RT f aT f = V( V" * —} 

or * RTrj „ d'ou : 


T t = 2T ri + 


Ri 


Application nuniirifiite : x F = 0,2 m ; V F - 34 h l ■ Id* 5 m J d T f - 821 K, 
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2. b* Le travail tnecanique W,, aJg^briqut'meni ne^u par le gaz au cotifJ da ehattlfage 
(transformation quasi statiqtiej e$t domxS par: 


W, 


w 


■v» 


= -[' MV 
J v. 


ttit 


• -a**#* 

IV, = -f XF p 0 sda:- f' F Jtxdjr 

x\ 

W, = PqJ Jtp ~ k~~~ r 


Le premier terme correspond au travail d^pensi* contra Pair aimosph^rique, ct k 
second ay travail de compression du resjort. 

, sl\ 

£n rempla^afil .tp par sa Videur % - ~ 


W, 


k Ik 


j s 2 P* 
w - 5 

Wj_ 2 k 


et I’ineigif absorbs par le ressorl : 


W. 


5 L a 

IF 


w. 


- 500 J. 


Le premier principe applique ay gaz dome alars : 

Qi = au^-w, 

soil Q t * 


— {PV-P 0 V 0 )-W, 

2 P„ 




el finalement 



Q, = 12,5 fcj. 
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C. Bilans d'energie et d'entropie 



Compression d'un gaz parfait 

Un cylindre vertical i parois diather manes est ferine par un 
piston de masse m et de surface s (section du eylmdre). II 
lenfenre jt moles d'un gaz parfait diatornique dont on 

donne Le coefficient y = -f (y est une constante}. 

Initiate merit, le piston est blequ^et le gaz est en equilibria 
dans l J etat { P 0r V 0 , T„)„ Le systems est thermostats a T fl . 

Pour les applications numeriques, on pnendra : n = 0,5 mol ; T fl - 290 K ; P ( = 10 s Pa ; 
y=-j R = -3 r 3l ■ J ■ K" 1 ■ mol -1 (constante des qaz parfaits) ; xP 0 avec x = 0,5. 

1, On Libeie brutalement le piston qui devient mobile sans audio fruttearenb determiner : 
a, I'etat final ; b. les echanges £nergetiques ; c. la creation rfentropie, 

2, On libere le piston tout en assn rant one descent# infini merit tente. 

a. fie prendre les questions precedents. 

b. Quelle relation existe-t-il entry les travaux refus par le gaz dans les deux cas et La 
creation d'entropie calculee au 1*3. ? 


1. Ce rfu/i] faut javoir 

* Premier prirtcipe - second prindpe, 

* Reversibility - irreversibility. 


Ml* Ce cj\L r iI fai-at <romjreh^re 

1. Cette pr emit? re transformation esl irreversible. Le systfcme va tendre vers nn ytat 
d'equilibrc (or pcul suppose r par exemple tjue des pliennirnenes tels t|Ue h vista site du 
gaz sont a P origins de I’amortissement necessaire pour atteindre cel £qu Libre). Cet 
equilibre therroodynamique setraduira par on cqoiiibrc thermique tsysteme cn rela- 
lion avec on ibcrmostai) cl on 6quilibrc mycanique- 

La creation d'entropie s’obtient a Taide du second principe applique au gaz. : il faudra 
verifier que la qua mite obtenueest bicn positive, 

2. Celle fnis-ci, 0 chat [ Lie instant, la pressinn du gaz est egale i la * pression exlerieure- n 
el sa temperature reste egale a T a (la iransiorinatiim devient reversible). L'etal final est 
yvidemment Le mime (I’opirateur n’exerce aucune action dans I’itat final). 

Uc plus, la transformation frant reversible il n’y a pas dc creation d'entropie. 
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1* 1. Supposon&que le syslilmcait anoint sa position d’equilibrc. Dans cet tot, la tem- 
perature est imposes par k thermostat ; elk 1 vaut done T 0 . 

La condition d'&juilibre mteaniq* {absence de buements solides ail niveau du pis- 
ton] imphque :: 


P F - P fl + — soil 


P t = PcU+Jt) 


Soil un volume V r tel que (lot des gaz parfaits} : 


PpV F ^ n RT h 


wRT fl 


Vk " P 


D’ou : 


V F = 


n iilr 


Pad +*> 


(T f = T 0 1. 


(ou encore V F - ], 

I + x 


Application nvmirujM i P H = IQ 5 { I + 0,5) sost ; P F = 1,5 - 10 5 Pa, 
ir 0,5x8,51x290 „ 0ft , » 

V f - ^ sou : v F = 8,0 dnv\ 

p 10 s x 1,3 F 

1* b, Dans line transformation irreversible, le travail tkmcnlaire fcumi par I'ratiricur 
s’exprinw sous la forme : 5W = -P tM (JV, 


Soil an total : W 


= -l, p . 

■*. p,, - p, - ^ 

Le travail re^Li par le gaz soul esl tel que : 

W = -(p p + ^j( Vp - V 0 ) = -p^i +*>[ T ^-v,] 

W = 4 PflVpl 


dv. 


W = n RT, ( .t 


Application numerique : W * 602 J, 

Le thermostat lui fournit une cn crgic therm ique Q. Le premier principe applique au 
fu s’ecrtr : AU - W + Q. 

Legaz etanl parfait, son energic interne iw depend que tie h temperature ec qui iropli- 
queki AU = 0(T F = T, = T 0 ), 


D’ou : Q - -W el 


Q = -flkT^pr 


Q = =-601 J. 


1* c. Pour determiner la creation d’entropie, on est anwn^ a faire un bilan d’entropie, 

” 'k + 

awe S B Ffiiitropte khangte aver le thermostat & la temperature T a „ 

Or AS^j. = flC v ln “~^J- ^ki\ AS pi = trCJn|"(l + *}( — 

D’ou AS^ = ^jln({ I + ar) 1 - 2 ) =* AS^ = -nRln{ l+x}. 


Chapitre 6 - Thennedynamique (431 


Exfifdte 62 i 






r v I 

On passe du ra^rac ctat initial ( P 0 ,V 0 an memeerat final I P 0 ( I + x)* T tt j 
par deux transformations dlderentes : 

-la premiirt esl irreversible d monoihcw : El fa at fournir on travail irreversible 
W - W f „ ; 


- la second? est reversible et isotherm?, le travail neeessaire est W' = W rev , „ 
La relation 0 ) sc nMcril ; 


W to {| -* F)-W m <| -> FI = T 0 oU -» F/irr) 


T, - T p s T a 


Commcntairts 


Four 111 (rattiformiuion du I. an a : 

All = 0 {transformation monothcrmc + gas parfait) 

dou W„+Q )rr ■ 0 avec AS^ a^ + O soil Vf in = -T^AS^ +T 0 e (2) 

J 0 


Pou r la, transformation du 2, : 

ALT = 0 et W r „ + Q m = 0 awe AS' i; = -^ + U 
d oh = -t 0 ds;, M 

Le* equations (2) et (i> doiment alors ; W jn ,- = T.-J AS^ - AS^] + T 4( o, 

Dans lev dou cas, Ik tats initial et final wri t id.cn toques done lc g.L;-: subil la inline variation 
d'etitropie i AS^ = AS^ W , Gequi conduit i la relation cherdtft : 


w. - V,' ■> 1,0 



1^ Solides en contact thermique 

1. Dtyx corps et^, de temperatures initiates T 1 et “l., et de capacites thermi- 
qpes constants Cj et scant mis en contact. 

Its ferment un systlme isoto et tours volumes sent invariable^ 

CJ, +C S T, 

On note T a = — -~2 — — — - {prendre T, > T t ). 

u Cj + Cj * ^ 

Determiner La temperature finale T< du syst^me et sa variation d'entropie AS. Com- 
menter ce dernier resyitat- 

2. Part a fit du mime etat initial, on suppose disormais que Les echanges therm iques 
s'effectuent par L inter media ire d'un sqLide de capadte thermique nigligeabLe et de 
conductivite thermique suffisammerst faibto. 

a. Us resultate prlcerkrits sont-iU modifils ! Comnwnter. 

Determiner revolution des temperatures T t (f) et T ? (t) dans I'hypothese ou la puis- 
sance thermique echangee de ^ vers ^ est don nee par f expression ; 
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P s3l ( 2” -+ 1) - Ti). On mettra en evidence line constant® de temps x que for* 

expiimera en function de ft, C t et C 2 „ 

b . Determiner,, en function de ft, T,, T z le taux de creation dTentnopie Com mentor. 


ru’Jl faul tfavoi r 


► p^em Ler principe. 

* Second principe ; creation d'entropie, 

* Transformation quasi statique trans-formation reversible. 


1. Ce rfu’i] faut 


1. Lcnsembk {'fc,, ^ 2 } £tant isole, Its ^changes thermiques sort internes I cc sys- 
tem®, Lra temperatures vont 6dutr jusqu'-i Liquilibre thermique (T ]F = T JJ; « T P ) 
i fneqjie Interne constante. D’aalrt parti La variation dVntropit e« la Somme de edits 
dcs deux corps (extensivite): die doit itrc positive (transformation irreversible d un 
syrieme therm Lquement LsoJih 

2. L'hal final nc sera pas modify (on a toujouis AU = 0 ) pas plus quedS (S fonction 
d'etat : me me e tat initial et meme £tat final). La transformation * mfinimenl * lenteest 
devalue quasi statique tout en restart irreversible. 


|^ F Solution 

1. Le systeme ties deux corps % et '-6 2 est isole therm iquemenl et n 1 Change aucun tra- 
vail flvec I'cxlerieur [volumes supposes invariable^). 

Son energie interne est done invariable ; U F = U ( . 

Soil encore AUf'l , ) + AU(4j) = 0, 

Or r^uilibre thermique final est assort des que les temperatures -de^, el % 2 $om ega- 
lcs(T F ), Doit: AUfL, } = C ,(!,= - T, t > et 4U( f €j) = C 2 £T F -T : ) 

et C l fT |; -T 1 .)4-Cj(T F -Tj t ) = 0=* 

La variation d'entropie du systiitit est la so [time des variations d'enlropie de* dew 
corps: AS * AS(4,) + ASfi,) = AS, + AS, 

d'l, . /T F \ J dT> t /T F \ 

or dS, ~ C I — ^ AS, = C,bif — I Cl dS 3 = C 3 — ASj = C 3 In J, 

D'ou au total : 

Cette quart tirt cst bien positive conform^mcat a I'expressicm du second principe : 

AS b S e + o > S e (s > 0). 

Lesysrtme^tant thermiquement ls*li N cm a: $ + = 0, d oil AS > 0. Cette vaLeur post- 
live de AS traduit rirrtversibilitf des ^changes thermique* entre les deux corps. 
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2 . a. Les conditions impo&tas r£alisent une transforma- 
tion quasi jtalique. 

Le sysfeme des deux corps - toujours isoie de I'extcricur 
- garde: une incTgie interne constant* de sotw que Ja 
temperature finale denture T g La variation d"en tropic du system? est inchaugfo. 

La transformation fiien que quasi statique iVen est pas pour autanf reversible. 
L'irrfirersibilit^ troiive tci sa source au sein du matfriau ou s tEfectiK le transport de 
I'fritrgie thermique (pfi£nom£ne de diffusion ). 

Par aiileurs, on. peut remarquer que pour des temperatures T 2 (f) et T,(l) & l'instant t 
{avec Tj(f) > T,(r)), une inline diminution de la temperature du corps chaud f -i 2 ™ 
modifie en rien le sens do ^changes thermiques* ce qui iraduit bien I’inrcveTsibilitc, 
Pour un processus d^change suftisamment lent, Jes temperatures des deux corps sent 
bien dtimics i ch&que instant et £voluent seLon b lots {volumes invariable?) : 
dU, = CjdT, a 5 Q 2 ^i = -MT.-TjJdt 
dU 2 - C^dTj » SQj ) = h( 7,-T^dn 



D’ou le systbnc diffcrentiel : 


C 


d_T 

df 



-hdj-T,) 


d i (T ,_ T])+ 4' i.) (Tl 


dT, 


dT\ 


c 'V + r -T7-° M 


(2] redonne bien evidemment C 1 T 1 + C ; T 2 - constant* * 

i 

(lJiWgrr nisimenl en: Tj-T, - (Y ; — T| )e 1 ou t = 


-T,) = 0 (1) 


(C.+CjJTp. 


C|C a 

(C, + C,)h 



2 . b. Appiiquons le second principe a l N cnScmbte du sysiime : 

^ * 0 +tt 150 = creation d'entropie pendant df) 
d f du 

fier dS, dS, 
or S - S.+S,=»- a? = 17 + 7F - 

Involution tbermodynamique dcchaquc corps ot reversible, c’esl au niveau du trans- 
fer! thermique que se situe rirnJversibilili. 
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trial 


Exerdte szi ■ 



el ASj - 

l>oii a 2 * A $ 2 - ASj + AS :#|WI : 

oil P, = P„. 

Application numfrique : 0> = 10,7 I ‘K -1 . 

On verifte bien sur que ] a 2 > 0. 



Commentaire 



0 2 diminue loraque .* — * 1 ^P, — t P s ). On se rapproehe slurs de la reverubiliu:. 
2* 8. La transformation esr mimciunt adiabalique reversible. 



Oj, = 0 



Point cnims 

Si un sygifeme passe de Petit E e k Pdtat Ej par one transformation adlabati«|ue 
reversible iS = S(E 2 )-S<E,> - 0* 

IL est dort impossible de faire passer le systeme de I 'trial 1 3 k Petal E 2 par one 
transformation adiabatique irreversible pour laqueUe on aurail AS > 0. 


Pour ne pas violerle second princtpejl faut que I’etat tana! obtenu ail 2. b, soil different 
de I’Aat final obtenu an 2, a. Ddtcrminons cct etat final r Q 4 — 0. 

U transformation a lieu a ptession nrttriwie conslanlr 


w H - -p f (v; -v,) = ,u; = n cjr 2 -t,p 

Ert utilisant la loi det gait parfoits avec P = P, = P 0 
P C V; = P ; V : ' = nRTP et P,V E = nttT, 
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Esercke * 


( 1 ) 


dou -Pj(v; -v,) 
et E\V| [7 - 1 + II 
soil 

cl (me Icrnpiralurc Tj 
d'ofi 


1 


y _|( p j v ; -p,v,) 
(y-npjV. + p.v, 


V f - V 
1 1 ~ v I, 


L v ypJ 

«*q« c: ^ - jr^ 


On peut alms cakuler AS, esi imagi riant rnte transformation reversible passant de 


dT 

I’etut £, j I’etat Ej pourbquelle dS = tfC v — + nU. 

Amsi AS,, - ^“ln— k + rrR.i.n— ^ 

* 1 


y - 

Fi 

7 




dV 
V ' 


Et avec ( I ) 


iS, = 


P,V 


(Y-DT 


S-5D 


Latrtrjijk>rma[lonetan[ adiabatiquc N on a; S<di aiV h - 0 ct done dS 4 J - 0 
soil <J+ = AS 4 , Or verifie a nouveau que: ff, > 0. 

Application numerique : or, = AS, = A>1 J K" 1 . 


Evolutions adiabatiques d'un gaz parfait 

Un gaz parfait est conteny dans un recipient cylindriqtie 
vertical Limit# par un piston do masse 1 rkglifeable, ies 
parais du recipient et k piston sort athermanes (c'est-3- 
disrt adiabatiques). 

Dans l#tat dfdqurilibre initial E L , on a plac# one masse m sur le 
piston. La piesston du milieu exterieur rests constants etegaLe 
a P (r L'etat E, est caracterise poor le gaz par Its grandeurs V,,, 

To et P, = Pq + ^ (j : surface du piston). 
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On supposes y * -r ■ constante, et pour les applications numSriques, on prendra : 

*-v 

y - ^ ; J 9 = 290 K; R * 8,31 J ■ K _1 ■ mcb 1 et n (membre de mote cte gaz) - 1. 


1. On supprime brusquemerrt la masse m. On considered qye le piston peut se d4pla- 
cer sans frqttements, et qye le nogvel Mat d'equiiibre E a (P F , ¥ r „ I F ) est atteint grlce 
a des phenomerws dissipatifs internes au gaz. 


a, n^termi retries caracteristiques tie ce nouvel etat cfequLlibre £ 2 , On posera X 


£i 

P Q ' 


Application numerique : 

V F T f 

Cakuter les valeurs des rapports — et z-’ On a X = 1,5. 

“a T a 

h, En dfeduirt le travail regu W iR ainsi qye la variation d'entropie A5 irr » Commenter. 
Application numerique, 


2. On reran! au raerie etat initial at on diminue La masse m ttas progressivement 
ju.squ'4 I'annuler, Reprtndta Les questions 1. a* et 1. Ik 

3* La masse m ayarrt 4ti enlev&e bnusquemenl et Le systime ayarit attaint son #tat 
d'4quilibre E 2 ., on repose la masse m sur Le piston. 

a. Estdl possible que Tetat d'4quilibre final EJ puisse se confondie avec L'4tat E t ? 
b* Ditarminer les caractaristiques de cet btat E [ * 


I Sohili Q Ji 


2. a, L'etat d’equ [fibre final E 2 doit se iraduire (Iquilibrc mfcaniquc) par I'tyalirl des 
prtjjions da git et da milieu ejctarieur P F = P g (piston sans masse). D'autre part, 
appliquqns le premier principe au gaz cameo u dans le cylindre : 

U 2 ~U, = W„, + Q avec E^P,, V 0 .TJ => Ej(P 0l V p , T F ), 


U n’y a pas d’4change d’tnergie thcrmiquc avec Intfiicur (parois cl piston 
adiabatiques) =tQ = 0 1 cl le travail fourni au systimcs^nprimt simplenicnt 4 parti t 
de La pression eKtarieure P 0 et dc la variation du volume du pz : 


On a done : 


w fll = -P q (V p -V q >. 
Uj-U, - -P ft (V F -V B ) (1) 


AveeU)-U| = «C V (T ( - T 0 )^ le gazetant suppose par fait et de coefficient y » ^ 

R, y 

ind^pendanldt la temperature (on a alors C v = - — - et C p = yC v = ). 

La relation { I ) dev i«n t : “j ( T F - T 0 ) = -P fl ( V F - V fl ) . 


Chapitre & - 
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»rial 


Exerdcc @24 ■ 



i* n% 33013*3 


SrtiH CnLrtrc j 


p f RT 0 /T F \ t /V f \ 


( 2 ) 


, P 0 V r p. v 0 

La Id des gaz parfd-ils s'tferit : * =s wR (3) 

T f Tft 

□'oil at rcmpU^ot - dan* (2) - fiRTn, par P. V- ■ 


J-EifZf.0- i-Ir. 

7-1 Wo j V 6 


j P V y . j 
Ertlin,cn rtmdrqudnl, d'aprB(3),qnt — F = ? - r ' = — - - (oii X - ^ > 


P s v c 


V g X 


T-KXV, ) V„ 


En regroypam ks. ternies, il vient alors. : 
* 



m 


D'ati 

Application numerique : 

V 1 . 

rji = 1,36 et -r = 0„90 (soil T F - 262 K). 

1- b. L'expre^ion du travail re^u par le gaz s’idetittfie a W eir 

W;„ = W ( „ . -P D (V f -V D ! ■ l], 

P| v r 

En rempl^nl =- par X cr — par It rtevirat etabli au La., il vimt : 
“a 'a 


Wu. = 


Application numiriiiue : 


_ _ |~ Y- \ *■ X _ 


'] 


W. - -iiRT. 


(¥) 


m 


W- ■ -I ■ BJl ■ 290 


(13-i) 

I*'* 


j-lljI W irT = -574 J. 


' la variation d’citfropir dw gaz eS* ubtcnuc par application de la formula ckstkjitt 

(gaz parfait, y- tomtanle) : 


AS{ I -» 2} = nC In 


p,vn 

ii 

|6 

3 

[PjVH 

_p,v{_ 

T-l 

_p,v]_ 
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Commentate 

| Confer mime Jit .ill second, prinripe, □cttrexprcssian d( AS doll drcpnsilivf pyisquel'on a : 

is = 0 + cr > 0 


transformation adubatique \ creation dVn tropic {positive) 

ce L|ui Eiaduil rirtf^rtrsibililit de rtlte lransformation h te qur ou-rtfirme une etude rapidc dr 

AS(J£). 


On a en eflct AS ■ * [-InX + y in [ y - I + X ] - y I nf j 



Application nummque ; 

X = 1,5 ; 7 = j: (gsz diatom ique) ct R - 8,31 donnent : 


_ a t 3i 3 ' I 5 1 + 13 

2) ~ 7 l h 5] 7 


AS(I.I) = 0,4b J K 


2. La transformation envisage cst disormais adiabaliquc « limsibk, e’est-a-dire 
fcmtiOpiquc- 1.4 syst&me attaint on ftat d^uilibre (Pp , Vp., Tp ) dfifim par i 

* Pj ■ P ( (^quilibre tm^canique) ; 

- AS(1 -» T) - 0, soit encore P' Vp T = P,vJ (bide Laplace) i 

p f y' p v 

* —7 — = y " m ,tj R (loidesgaz parfails)., 
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Exercice tu 


l 


Application nurntrique : 

y' ~ t' i y J f' 

tt~ = (U)* ft ^ - (l>S) _i =* vf = 1.34 et -=£- - W 

v 0 v u J s 

(Tf - 258 K). 

* Le travail nepi s’ 6 crit : = AU - rtC v [Tp -T rfl ) 

R T£ ^ ffRT a r Izl -, 

of C v = ~ rt -t = X * =* W rcv = —i J X T - 1 

r-i t* r * t— i L J 


W,cv - 


mRT 


r i-r 

H X H 


ivec P ] Y,-, = nRTp 


m 


1 x -R 1 1 x 

Application mmkriipre: W rev = — — — yj — l(L h 5 }~ I/7 - 1 ] => - -659 J. 

On j, hien entendm AS(1 —* 2*) = 0. 

3. a. b pus&igc E s “X E 2 correspond A unc transformation udiabatique irreversible 
s’aeemnpjyrunt d'une variation positive de I'entropie do jja?. AS( 1^2) > 0. 

Qua rid or repose la masse m sur le piston, le svsteme tend vers un .nouvel etat dkqui- 
Itbrc E[ par line transformation Ipkment adiabatique et irreversible. On a alors 
AS(2 — * I') > 0. Vinsi, a La transformation gfobale E, — > Ej -» E{, esl associte une 
variation d'ent topic strktement positive AS(E, -» E[ ) = AS( I — J 2) + AS (2 — > 1 

[] ess done impossible t]u( ie$ ruts E, ei putssent sc confondre {dans cc os. on 
anraii: A$( V- t — ► E, *-> It,) = 0) , 

J. b* Ifour determiner I'clat d’cquilibre Ej 1 . i] sufot de remarquer que ie passage 
Fu(P 0 . V f . T r ) -* Ef (Pf» Vp , Ty ) sobtient dc la rafroe fotjon que echii 
E | ( P | . V fl . T fl ) —* E>{ P fl , V F , ), S 1 suffit en fai t de fairc : 

f, -> P, soil X -* i 

( V» V F J - l v r> V* ) et (T* T F ) -> (Tp T' ). 

D’oti d'apres les resultats du 1, a. el Lb. : 


vf 

V F 


Tj 

T f 


Y- 


\ 

X 


Y 


7 



y x 


V£ _ ( 7 - 1 )X+ ! 
V F * yX 


Tf _ ry- i)X + ] 
T f ‘ Y 


(8) 

(9) 


Uerlus W„ r (2 -t ]■) = -p,v, ; (Yl-i) 

am- P,V r * % a V, = XoHT F -tW ilr (2-*l') = -XnRT r - lj. 
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Ce qui donne err utilisant (2) et {3) ; VV irr 


= -XnttT 0 LL^( Y .[ + X). 


Application nu merique ; 



et W |n =(2-H')> 


1.14 Cioit Tf 
779 J. 


= 300 K) 



Evolution irreversible - Evolution reversible 


Un eylindne ferm# r i parais adiabatiques, «t dfvito en deux parties rflgal wlume V Q par 
yn piston diathermai**, de capacity calnrifique negligeable, imtSatemeittMoqtifr* les (tens 


coroparti merits contiennent te merne gaz parfait (caracbirise par y - — * constants ), 


i U tom p4ei tore T n et aux pressions respective P, et 
P 2 — 3 P,* Powr les applications numeriques, on prend : 
T = y r 4 ; r fl ^ 290 K ; P } = I0 5 Pa ; V 9 - 25 - 10" 3 m 3 * 

tonstante des gaz parfate : R - S ( Sl 3 ■ mol -1 • K _) . 


1. On li^ie Is piston, qui dcvient parfaitemont mobile, et on Uisst I'eqmlibre $e irfea- 
liser, Determiner Lefcat final et la variation total® d'entropis. 


rjrrrrrrrrrrr 

7ZZZZ7777777Z 

l % 

\ Pi 

: h 

T 0 



_ 


2- On Tip? It do meme 4tat initial, mass le piston 
tst maintonu k chaqoe instant en iqyilibre par la 
masse m t que I'on diminue prognessivement 
josqy'a m ■ 0, 

Determiner l r #tat final, ainsi qye le travail W trt de 
deplacement de « la ^ masse m. 





\ 


A 



.1 Solution 


Ip Appliquons le premier prindpeau systeme consti(u£ par 1 'ensemble des deux mas- 
ses de gaz contenues dans k cykndre : 

AU *pi ■ W ( * ( + Q 

id, Q — 0 (enceinte adiabatique), 

W,„ - 0 d'oil iu w! - 0. 
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Cxerdce ks m 


Soil T, h temperature finale du gaz ( c esi evidemment la mtme pour ks deux 
eomparlimenti : piston diathermane). 

AU iy „ = AU.+AU* - « l C,(T,-T 1l ) + ij i C.(T t -T ft ) 

D 

oil C v = j — - esi la capacity thermique tnoiaire k volume constant du gaz parfuit, n, 
cl «j Iw nombres de moles de gaz daps chique compertimcrtf. 

On en deduit : {« , C v + n J C v )(T f - T SI ) = 0 


T r = T c 


sotcrt Vj (t Vj Ics volumes k r&juilibre, ei P f la pression- D’apnts la bi des-pzparfaits 

p v. P,v' 

ILL 0 - *, R - PfV[ 

T* 1 

2 V 0 


i n 1 


T, 

w 

( 


par addition (et en tenant com pie de T f «T 0 ) : P, + P 2 V, 0 = P f Vj + P ( Vj 
et,fomme Vf + V \ - 2 V r 0 : 


IV( 2 V fl ) = (Pj+PjJV, 
on en dcduil Ics volumes : 


P f - 


F.+ P, 


vr = v /L .a3 


p 

I 3 , T, 


V' -v .h.h 

1 ° Pi T„ 


v; = v tt 

2P, 

P. + P, 

V' - V 

2P, 

v i v c 

P . +1*2 


App/icrtfuuj numtrique : 

P f O 10* Pa i v; = 32 J ■ 10 j m l 


(I) 


ct v; 07, J.SO-^m 3 , 


CoHJwenfflrre 


On n a pas fail mtcrventr le pisSnn comme taisaraf panic du system? : te prendre cn compte 
nc nuxUfic pas les caJcuLs, puistjuil u’&hiaiige pas d p energje j»rc ce qail’enlouR : 

• sa capacity ealoriliqne est suppose nigligeabk ; 

* sa masse jfiniervieiM (Hi : le pends ne travail]* p&sje tnouvememt du piston emm impJici* 
tement suppok s'elkctuer horiEontakmenl icf- les figures.,,]. 

Variation total? d'ent topic : 

L'entropie dianl une fonet Lon extensive, ouendMuit : AS = AS, + AS 2 , 


Or pour un gaz parfa.it et '{ =■ constant? : S( T, V) s S{T e , V 0 ) + nC v ln 

f\ : \ t-i /v; \r-i 

D J o u A San, C v In |yj + fl 2 C v In [ y J 

El vr Vi 

et awe C. = : AS = tr, Rin— + rhRln— - 

T “ 1 v i> * v i > 


TV 


7-1 


LT 0 v»-'l' 
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Soil encore puisquc 


pf|R - ^ „ h,R . !^J: 

T,| 




Application num&rique 
Commentate 

r 


AS = 431 I K->. 


Cette variation d'entrapk est positive, com me ii « doit, ear il s'agit d< I'^uofttton spottta’ 
n4« (T«n systimt thermiquement Isold. On a alors : 

AS - S,+ a = a > 0 . 

" I 

0 ini .. J 

2* Du ft it du displacement dt ft masse {variable) ™, 1c systimedrs deux ftnimit du 

travail k I’extdrieur (quand on. diminue m, la masse remcmte). Sots ftetgie interne va 
done dim inner et ft nouvelle temperature finale T,' sera inferseure a T^, 

AU = pi,C v (T; -T fl ) + n 2 C ¥ (Tf -T o ><0=»T; <T a . 

D'autre parr, revolution etant ires progressive et adiabatique, on pent la eonsaderer 
comme tsentropique or qui revient a admeltre sa revcrfibilLic. 

Let a l final esl alors caracftrisc par : 

- une temperature finak T,- < T 0 ; 

- tme pressaQii finale P' = Pj ■ P- {ptiisque m = 0 os fin d "operation) ; 

- des volumes finaus V " et V" , avee : 

p r v: p; v: p ( v; 

= u,R - r 1 - f 1 - - " - r J 


p^vr 

t; 


Ta 

V; 


et 


t; 


- n,R ■= 


vr v. B, 

soil en falsant ft rapport — — = — = — 

V3 'ft n J 

on encore pulsq use V" + V* - Vj + Vi 


v7 ^ v; et vr = v; 


Eiprimons la variation d'entnopie (nolle} du gazeontenu dans ies deux oompartlments : 
AS = 


[v f v" T_l } [TfV ; 1-1 | 

»|C v ln — - + FijCJn - — ■ 0 

L T * v r l J L T » \ r S } 


v; 

In 


m, v; p b i 

d Oy puisquc — ■ — r = — ■ - (rf.(l)) 

H 2 ” i * t 


, vr 


J * v w * " 1 \ 


ft V 


r- ' 


+■ 3 In 


T, r vr r ' L 


ft V 


v - 1 


= 0 


et 


41n ©“- ( '-°[ ln % +3ln |] 
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ra -sopjaxg 


Application num^rique : 


D'apres ( 1 ), on j 

't; 


v: 


JH. - I « ti 

v,+r> 2 v A 


m,i, ^"(=r)--fTf-D-[]n(i) + 3i n (| 


Final email T f = T : , ; | 4 - 0,949 T* 

p r p 

On d#duil La preuion finale P f - ; ~ = — 

* ft 

Lc travail W^, found, an sysliroc, par « Is * masse variable m e$t ; 
W ot = iV = AU, + AU Z = («,4 njJC^Tf -T b >. 


Tj # 275 K, 


Pj - 1*9 < 10 s Pa. 


Or 


ff= - 


|Vi 

EtT n 


Hi - 


|W 

RTp, 


■el C„ - 


It 


Y-l 


, 'd’osji : 


W„> - 


(P,4P 2 )v 0 /t; 


Y-l 


GH 


Application nunu*fiqtm : 


W =~U7 kj. 


# Optimisation d'un compresseur 

On veut. foaliser une installation de production d'a ir com prim? repondant an « cahier 
des charges, a suivant : 

- etai initial de fair : pressSon : P, ^ 10 5 Pa, temperature T, - 290 K 
(Tj ; temp# ratin’? ambiantej ; 

- ?tai final de Fair ; pression ; P z = 5 10 5, Pa r temperature T r L'air sera assimil# a 

un gai parfait (R = S r 3 i J - mol ’ 1 - K -1 ), <te rapport j - ^ - 1 , 40 , 

Les echanpes themriques eventuets se font urriqueroent awee L'ext&rieur a la temp#- 
ratuie uniforme Tj. 

!♦ Determiner - pour une mole de gai - Le travail minimal micessaire i cette 
transformation, 

A qtiel type de transformation correspond cette valour W m ? te verifier, 

2* La transformation ptetedente 6tanti realisable en pratique, on propose Its opera- 
tions suivantes : 

- compression adiabatique reversible de l h #tat initial jusqu J i la prwsion P t ; 
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Dans ce cas fc = 0) 

Pour obtenir cette vakur de W, it faodrati done une transformation reversible : la 
reversibility des changes thermiquesawc i’ext^rleur, a T, impose une transformation 
isotherms (a la temp£ratureT|). Wrifionsdcen calculant k travail rc^u par lepz dans 
unc telle transformation : 

w = -|p„ 1 dv 

RT 

avc-L' P M 3 Pm (P ft | 55 P dn fait tie la reversibility m&aniqne...) 

soil W = -J dv => W - Inf Jd j 
ct puisque P , V , ±± P 2 V\ = RT g aiors 

w.-Kr,irt(^)=»w - kt,h£; 

on retrouve bleu W = W n> . 



2. On peut schemutiser Ea suite des transforma- 
tions subics par Ic gaz, et Ira lepriscnler en dia- 
gramme Pf V) : 

P| adiahalujue isnbare Pi 

j dvrrjible 7! 

(a) (b) 

Pour la transformation tsobarc lb), on a 
Q = iH l( et jHiur Padiabatique (a),Q.~ 0 » 

soil. pour Pensemble ties deux transformations 
{a + b}: 



Al’ = W, + Q = W, + AH b 


avee AU = C„ AT ■ 0 (pntsqae le pz reviem « la temperature T, ). 


U’oli; W, - -AH, = -C p {T, -T 2 ) * C p <T 2 -T,). 

Pour oaleuler T ;h utiiisons k fait que fa transformation (a) est istntropique {puisque 
adiabatique ei reversible) « qui, pour un gaz par fait, justifie Papplk alion de la loi de 
Laplace, que fan pent ecrire : 


P 


j 

i 
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Cotiimcniaircs 


La (ompKMion en <leux topes conduit 1 3a vakur opiimale F - JP , ■ renin rq nous que 

ortEe vdctir cnrrespoEid! .i : 



On iimite 1'iri^versibilii^ «« lintitani i‘&tauflenient du gar.* et le meilteur rfeulut «t 
obtenu avec des temperatures maxi males *g»l» tors de chaque compression. 


Si 3' or vtut diminuer encore W, et se rapproebtr davantage du cas optimal (W = W m ) h 

On pent augraenjer I? no-mbr* d'&apcs, c wi-i-dinelc norabire ■» dVtagc* > du dispositif 

compraseur, etiaque « etage :» correspondanl I utie compression isentropique, suivie 

d'uit rttqur isobar* 1 3a temperature ambiame. Graphiquement, d« eoftespond a : 



£n augmentant les etapes de compression, on diminue 3'^chaisfFement a chaque eiape, 
done r^cari de temperature avec I'exlirieu.r, On rednit de ce fait rirriversibiJil^ d<s 
changes therm tques avec I’est^rieura T,,oe qui rappnachedu cas reversible fcas opti- 
ma] W = Wj, 


Com mgntmrgs 


On pourraic water, par $e cakid, ia generalisation au eas d'un conipnesseur i rr Stages. 
Noioits mainieitam P G et P„ ks pimions extremes, T a la icmperaiure uMrieiuect ( P,-< T,) 
feme stleinl a la fin de la i*™ compression. 

Le lecieur drifter? cine L on t : 

- W m - C p ( T, + Tj + + T- + + T„ - nT 0 | = T u C r 



1 '^ + f p n ■, I in 

* W m ert minimak pouf -^- = cste ■ “ 1 , ce qui correspond 4 prendre te P, tti 

*i 

progression gfoatAriqae enire les valeurs etirfmes P l} ei P„ ; 


aktrs, W m = rrCpT 0 


W-]> 


- lim W m « RTfllnf £=]; 
isotherme reversible. 


on reliouvf bicn, ii ia limit*, It r£su]la[ de la irariifbrmation 


Chapitne 6 - 


Thermodjynamique '453 


■Jj 5 < 


aterial 


Exercicc tit 



i. 


Corps pur diphase 


llj) Vaporisation dans le vide 

Dans un rteervoif initialemert vide, de volume Invariable V 0 * 5 ■ 10 -3 m* r m 
introduit deux grammes d'eau liquids, pris I la pression atmospherique P a = 10' Pa 
et a ta temperature T„ = 290 K, 

l* Le reservoir et son content! sont portls a La temperature Tj = 3S0 K (par L'inter- 
m&diawe d'un thermostat). 

a. Determiner leUt d'equUibre de leap (la pressicn tfequilifcire eau liquide-vapeur 
d'eau i la temperature T\ vaut P,f r 1 ) = 0.46 ■ IQ 5 Pa ), 

Quelle est L6nergie thermique absorbSe par Les 2 g d'eau ? 

La vapeur d'eau sera assimilie i un gas parfait de masse nielaire M = 18 g. 

On donne : ft - 8,31 J - mol -1 - K,~ l (conStinte deS gaz parfaits) ; 

C L - 4,19 W K" 1 - kg- 1 (capadte calorifigue massique de E'eau liquids) ; 

4 P a,) - 2 300 kJ • kg' 1 (chaleur laterals tie vaporisation tit I'eau a T 1 ) r 
b* Fairs le bilan entrapique, 

2. k parti r de I'etat dequilibre precedent on cbauffe le reservoir et son content! jusqu'3 
Tj = 373 K (P((Tj) = tO fl Pa), Calculer I'energie thermique absortsee par I'eau, 

On don ne ( V|JJ] ( T,) ■ 2 2 IP kj ■ kg-* ■ 

capacity talorifique molalre i volume constant die la vapeur d"eau : 

C y = 21 r ■ mot 1 - K-t 

■ 1. Ce ftkM\ ^avoir 

* Premier prtncipe : second principe. 

* Changemenl d’etat : vaporisation de I’eau. 

- Chaieur Lalente- 


>2, de fwt do MpTfeft^yg 

t L’eau btfroduitesubit un chauffageer one vaporisation, partieUe ou totaJe: :il taut 
dnbord determiner dans lequel de ccs deux eas on se trouve. 

La quart be d energie thermique absorbs par I’eau se deduira de la variation de son 
iMiogie interne. 

On determiner* ensuitedU (et AS) «n choisissant tame suite de transformations nlSver- 
siblcs meranr a L'etat Hnal pr^ccdemment determine. 
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Exercize «t 


- A U = W + Q 

Star la iransformation la), W rf - 0 
ct AU, - Qj = mC L (T|-T & ), 

Sur lii transformation (bk W h a -P^T, )< V„, - mv L ) *> — P^(Tj ) V 0 
(cl V 0 
et Q ( , 
d't.Hi ; 

D’oj 


Application mirtrfriqtte : Q * 3,54 kj. 


= rri B W< T i) 

Q - mC L {T> - T 0 ) + w,l„ p (T , ) - P S (T.) V 0 


1. b, ilihn emtnapiqtae 

D’iiprfrs le priadpc : AS - S e -m* (d s cation dentropie) 

o« S 4 = -p puisquc lc systimc recoil I’cncv^k therm Lqut Q dn thermostat dc tempt- 

* i 

rature T| P 

Calculous ASfE^,-> E H ). Poor se f«rc, on utilizer* It mtine chemin riuersible qut 
oelui envisa^ poor dfler miner h vdcur dt AU> d'ou : AS{ E ? , — ► Ep) ■ AS 4 + AS b . 


Am - 


SQ, 




4imC,dT . (T, 

■ mC, 


, fill 

C,> =1 

\ 1 ft/ 


‘r ' > *■ O' 

£:'<£tat du liquids ne dependant ici t||K de la temperature}. 

LVautre part (ef point detours) : AS b = = JS^jadT 1 ? 

T | T, 


L>'oy AS£E(j^E F ,1 = ffiC L ln^^j| 


Ta m B J w (Tj) 


+ LX 1 /!U 


el 


c = AS(Ejj -* E r .) - -p- 


D'oii o = fflCi 


■© 

. mC it T r 

-t 0 K%WTi)-p 1 (t j )v 0 

+ T, ' 

T, 


0 - . 





Applii-atiort tuimcritjue ; d = 0,139 + 0.657 = 0,30 J - K A , 

Si on compare i la transformation rtelle, on pent remarquer que le premier terme cor* 
respond au cbiuilibye irreversible de I'eau Liquide, el le second a Hrrtlversibtlitd de la 

"Vm 


vaporisation : — — ^ = m — ne conoerne que la masse d'eau vaporisde, , , 
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2. D&ei'miriOrts. d'abisrd \'H&t d'^quilibre sdcint : It? tan^lure augment? pew* cl la 
pr«j$ion maximal? de vapeur est pi usque double : la masse de vapeur d’eau pent aug* 
mtitltr trtS notabkinenl, d il cd probable que 1'cau va « vaporiser totalcmcnb 
V^rifiom-le cn ealculans la prc.ssion act-tin [L dans ! ' hypol hese d’unv vaporisation 
to tale de I'eau t 


P = ^ ~ = 0,69 10 ? Pa < P*(Tj). 

[Vi 


L'eau est done totaleroent vaporise d la pres&Lon P 2 - P* 

De mimt que prec&krmrient, le volume Kite invariable, done W - 0„ et Q - All, 
Calculous A U pour la suite de transformations suivantes : 

[a' 1 ) : Vaporisation progressive de l'eau liquide rest ante a T, et P^T, } eonsranies, par 
augmentation du volume : transformation N —* W, 

(V) t Chauffage de la vapeur de (T f A (T 2 , V e ) : transformation IT -+ E P . 


Q = AU = AU a . + Ah\< 
awe AU,- » A(H-PV) = AHy-P^T,) ■ AV 
oa AH,- = 


(vaporitatioit du liquide restart) rtt_ masse 
de vapeur dans l'itat d'&'jutHbre precedent 

<m t = l^e) 

AV = V'-V 0 

et {la vapeur est un gaz parfatt) : 

P,(T,)V' - ^KT, ; P.CT.tV, = ^RT, 

soit bnalement : P S {T , > - AV - * ltT|. 



C K . 

D’autre part A U w - m — { T , - T , ) 
M 


(C v rapporte a 1 moiei 


Cequi donne 


Q = AU * (”>- -^)+ -T,) 


Application numtrique: Q = 1 233 + 53,7 »Q# 1 n 29kJ, 


@ Detendeur 


On fait iubir i du fr#on une detente de Joule -Ilia mson a pa rtir rf'un £tat oorrespon- 
da nt au liquide de saturation (tempera hire T 3 = 303 K ) et qui L'amtae i un £tat de 
temperature I 2 - 237 K. 
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D’a litre pari, dans ctl etat final, T - T, = 237 K; or h c = Ja f .(T 2 ) = 3157 kj - kg -1 
et h D = JtJTj) = 556 kj ■ kg-', soil: 

^ f ''' ^ D* 

Lc point figuratif B sc sifue done entre € et D sur Je palter de vaporisation. L’&at final 
sera ceiui d'un melange liquid*- vapeur a la temperature T 2 ct d la pression 
Pt = S - ICd Pa. On a done l 

^ VJT> + ^ U| 

av« H np = m ^ \ { Tj ) el H |sq = (m- ffl ¥ap >ft L (T 2 ). 

Soit en introdui&int ie litre* en vapour s 

w ¥ap = xrw ■ Jt 1 {m = 1 kg), d’oil ; h , = xh v {T t } + {1 -x)h L (T 2 ) 

Taw" 

, .. 44B-3B7 61 

Application mimftujue: x * — — — = — , * - 0,36. 

05 O-JC 7 1 07 

■ Variation d'entrOpic ma^ique : 

111 s'ajpt de eakuter Aj ■ q- - 5. (j# f a eninopi? massique dans letat final). 


On a S| - s,J T | ) et r, s (T a ) + ( 1 - x) s, ( T 2 >. 


Application numerujue : 

4s = [0,36 x 4,776 4(1- 0,36) x 4,061 [ - 4,286 => As = 33 J kg' 1 - K" 1 . 

Ce risultai Lraduil l f irr£viertibilit£ dr la ddlcnte [cf. second principe), 

2, l& d£iente sc earaet£risant par AA = 0 (A p = k A ), calculons Aft cn suivant 1c che* 
min reversible A — > £ — ► B ; All = (Jj c — + (fi B - ir c ), 

• Pour le liquid*: <$e saturation (A — > C) ; 
ih{ A-rC) = c: (T;-T r ) CM C[. «t la 
capacity dierttiique tin liquide juste sat urint qwe 
Ton confondra C^donni dans ]’lnonc& 

- l a trjnsfomtaSion C -+ B sVEfcCtue sur le 
palier de dwngemerd dtesak Elie correspond & 
urte vaporisation partielk et reversible d'une 
masse x kg de fluid? pour une mas&e initiate de 
I kg de Fr£on liquid?, d h oit : V 



me -rb)^ xJ Mp t Tj). 
All total, Alt - 0 = C, (Tj - T, ) + *L,.(T, ) 


soit 


X — 


C 1 (T, -T,) 

W T a 


, | . . 0, 92 - (3*3- 23 J) 

Application FtujJEfr^jif: * = <r> X 

1 W 


0,36, 


aterial 
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Exeidce 4» ■ 





Exercke *5« « 


uPaur calculcr la vwiation (TtrttrOpk rcprciUm$ le chetnin reversible 

A — ► C — Ml : &$ - Aj( A — ► C) + Ar(C — > El), avcc : 


, ^ r^Qr* r T ‘ c i 4t 

iy( A — ? Cl - I — — — — C |_ Ln 

J A i JT t I 



A*(B 


D’oy 


C> 


Tj 


{changement d’etat reversible). 



^ v , r (T z ) 

T| 


Appfifdriou WMmdmjurc : As = 0,92 In | + ^ ^ OAj« 30J-K 4 - kg -1 . 


3, Or? constate qne ics rffyltib obtains cn Let Iconccrntnt le litre *cn vapeur fl la 
variation As d'entropie soot ires pmches. Ceci n'esl giiire dormant puitqu'il eit pos- 
sible cTtivalucr les grandeurs C, cl ^(Tj) foumit au 2. a partir du tableau dc vakurs 
the rmodynairiic[ues propose au I , 

Ainsi on a : i vjp {J 1 ) = h v {X t ) - h^T,) = 556 - 3S7 ^ = 169 KJ ■ kg 3 

ou enco re f U[1 ( ' T 2 > - T, [ i,< T, ) - s L (Tj )] = 237 x [ 4,1 It - 4, Of, 1 ] 

wit J ¥ip < T a ) - 169,(5) kj kg 1 , 

De mime, on peut coiuiderer que Ton a, cn premitre approximation, pour le liquide 
de saturation : h. (Tj> - ft, (T, ) # C L (T, - T, ). 


Ort a done ; C 


^i L (T i > - AliCTj.) -H&-387 


T, - Tn 


303 - 237 


C L - 0, 92 kj • k*r 


Ces vaieurs sent bien «n accord asm* cedes donnees a la question 2, 


Souiignons erilin qut l‘on rcncddlrc d» ddilendeurs de ee type dans des machines fri- 
goi jliques,. 


Evolution Isenthalpique 



Un recipient tytindrlque horizontal tit ftrm£ par 
yn piston poovant cootisser sans frottemsriU, la 
pression exttrkure est maintemie constant! et 
egaLe a P 0 - 1 atm. 

Le recipient est initiate merit s£par$ en deux com* 
parti me nti par one paroi adiabatiqye eica muta- 
ble, Le cempartrment de puche eenttent dfe Ikay lipids saturfce {m l = l kg; 
P 0 - 1 atm ; Tj_ = 373 K), celui de droits est rtmpb dt vapeur tfsau (m 2 = l kg ; 
P D = 1 atm ; T, - 478 K) r it piston et les proi* do recipient sent adiabatiques* 


paroi F 
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On supprime La para F (sans appott de travail). 


On donnt L§s vaietirs, numeriqyes des enthalpies maspques (h) et entropies massiques (s) : 

\fo L = 419 U kg -] i = UQ6 kJ ■ kg 1 - K-* 


K = 1 atm et T ■ 373 K 


b, = 2 kJ - kg- 1 : ^ = 7,354 kJ - kg" 


^ 1 atm et T = 476 K ; = 2 B84 kj - kg 1 ; s T = 7,647 kJ ■ kg- 1 - - K J *. 

I, Determiner Tltat d J §quilibre final dy interne. 

1, CaLcuter La variation tfentropie AS, 

3 , Exprimer GgaLement cette variation d J entropie AS en fbnction notamment de 
^(Tj) et de Cp r capacity thermique a pression constants de la vapetir (on conridt* 
rera quo C* est Constanta sur L'intervaLLe [ T t JjJ ), 

Evaluer ^ aF t T t ), C pj puis AS. Condure. 


1 1. Ce fa >tt nv oir 

* Premier principe* 

* Changement d'etat liquide — > vapour : fondians massiques Jt(T,je) fit s( T, jc>* 


*12- de <^T3i s iJ fa-utt doMpreh^re 

1. Le syst£me va Ivoluer vers son Hit d’equilibre en dchangeant uniquement du travail 
avec rextfcrieur (pression P a ), 11 suffira done de traduire le bilan energetiqtae k I’aidedu 
premier prindpe, lequel dolt se reduire Lei i la conservation de i’enthalpie (Patent 
egalement la pression dans is deux compartiments avant la suppression de la paroi:. 
Poor I’dat final,, il taudra falre une hypothtse ; on pourra, par exe m pie , co ns i d e re r qu’il 
correspond a tin equilibre liquide-vapeur { = E atm et T a 373 K }. 

2. Les etats Initial et final etant contms, leurs entropies se calculent atsemenf (I'entr)- 
pie est une grandeur extensive). On doit trouver une variation AS positive (if second 
prindpe en ('absence d n £changes therntiques)., 

3. On prendra un dial de ftfUrence associe au liquid? de saturation (P 0 /F,), On Ini 
attribuera une en tropic massique %, On calcutera les entropies des dtats initial et final 
a parttr de cet etat de reference. 


Solution 

I. Le systt?me est Lhermiquement isole de IVxtfneur (parois adiabatiques) et ne regoit 
done aucune energie rhermique (Q - 0). 

D’autre part, ks forces de pression exterieures f P 0 ) lui fournissent le travail mcaini- 
qitc W tel qite : W = -P,,AV = -P 0 (V 2 -V,) 

(V, volume total iniijaliVj. volume final). 

Le bilan d energie {premier principe) s’toit id : 

AU - Uj-U, = -P 0 {V 2 - V,J (Q = 0). 


Chapitre 6 - Thennodynamique 



Exercke m m 


Soil encore ( IJ 2 + P 0 Vj) = fU :) + 1^ V 3 ), 

Or la preaion d‘£qutlibre en fin de Iransformatbn est n^cessairtment P fl (4quilibre 
mecan Ique) ; mais P fl est auui la pre$$ion dans cheque oompartinwnt want k supprts- 
slon de h part'ai, Le$ quantity (U , + P 0 V ( ) et (U 2 + P 0 V 2 ) ncprfjentfnt done les 
enthalpies dans les &it$ initial el final. U transformation sccaractdrise aLors par Pinva- 
riance de fVnthalpie du sy^bac 

AH = 0 

LVnrhalpic initial? «t donnee par : 

H| a H|(eau liquidt$alur£e) + I l|(vapcur d'eau ) 

Soi t if , = m ,h L ( 373 ) + m 3 hj 47») , 

Let .if du fluide dans les deux compar (intents 
cst represcnle sut 1c diagram me 1 P, V) par les 
points A d b. EmaginOds que 1'etat final puissc 
eire as$oeic an point C (litre x en vapeur), ce 
qui impose une lempfr&ture T = T ( fet 
P = P a ). Dfe tors, I'emhalpic finale corres- 
pond j celle d’uu melange liquide-vapeur, de 
masse totale pm, +■ m 2 , soil : 

= j*tt T (373) + (1 -jr)^ L (373)3(iM, +■ mj. 



Li t fansforiHatinn ctant iscnlhalpique, il vicnl ( H , = H A ’ 

w,1i l (373) + *h 2 ^(47£) 


jcA v (373) + (1 _ x)h L [ 3 T 5 ) = 


m i + 


D'oCi : 


jf[V373)-A L (tfJ>] = 


| m | h x { 373 ) + m j h w ( 47S ) ] - [ ( m , + w 2 ) h L | 373)] 


, , ■ 


Fmaletnent 


x - 


in t [M^0)-A L (373)] 

(nr, 4 r?j •. '!■ [ li , ( 37 3 I - /c, 137 3} | 


(I) 


Application nutninque : 

2(2 aiS-l — 419] ; 

A " 3 x [2 675 -415] 


x = 0,73 (on a bten 0 *£ x =* I ). 


Lklal final esi done eelui d'un melange liqukJe-vapcur : 

P,-, = 1 atm ; T = 373 K ; 
x = 0,73 s=s »»„ ■ 2J9kgi ni i = 0,8 J kg- 
2. La variation d'entropiedu systems cst AS =■ S 2 *=■ S , avec : 

5 t = S, (eau liquidesatur^e} + S, (vapeur d"eati) 

wit S, - m,s L ( 373 >+ m 2 s v (47BJ, 

et S, = (m, + ^*1*5,(373) +• f 3 -jc)s l {373)]. 
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D’ofa 


AS = (wr L 4 mj)[x5 v (373) + (l -x)i L (373)] - m,i L (3 73) - m,s v (478) 


ApplicdtUtn numerique : 

En utilissmt I’espression ( I ) definiasant ia valeui* de x t no us obtenons ; 

AS = 0 p I35kJ ■ K _l . 

La transformation envisage s’accompagne d’uu accrots&ement de rentropie do, sys* 
time conform^ment i regression du second principe : 

AS = S E + A (o = creation d'entropie : <j > 0 ) 
avccici S e = 0 (transformation adiabatiquc). 

On doit bieri avoir AS ™ A > 0. 


3* Ap prions s 0 rentropie massique du liquide 
de sutural ion dans Let at (T M P, ;) } : posml A, 

Dans iVtat initial* nous avons : 

S i - ni|S 0 +m 2 £ B 

Od % = {£ B -V) + (V’-^) + *A 


p 



U< T .> 


par defi- 


avec s A = et 

1 \ 

nit ion de la chakur lalcntc de vaporisation. 

Soit S 8 * *» { s 0 + m ,<j s 6 + ^SeLLl? ♦ <j b - s a ■ ) 


T 

Or Sfi- V = Cpln — (B et A' correspondent i la rn£me predion et a d« tempf- 

Tj 

ratures ditforentes Tg ct T 2 1 dc plus on suppose C P - este). 


Dfoii : 


Sj = { m] + iB 2 )s fl + m 2 l nf y + Cpln y f- 


L'itat final »t associe au point C, et a un titre x en vapeur et k line masse totale 


m ■ m. + m* ! 


S t = (rn , + m 




Et 



* £ valuers ^ (p (T,) el Cp : 
on a : 


4< T ,) = MT,)-MT,) - h y (m)~h L im)=>l„ p (T t ) = 2 256 kj kg" 1 
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Exereice os 


IL reste 2l calculer la masse de vapeur formfe. Celle-d est auimil^e i un gaz parfait, 

tf Oil L 


PV m ?|RT - RT 
M 


MP, 

iu\ 


MR* 


La masse de vapeur 5 rn r correspond alors ft un volume AV ldquei5m J = -=p=r-£V. 

Or la fximpe aspire pendani dr un volume SV ■ Ddr (D - dAit valumique) suit 
encore une masse de vapeur : 


Shj' = ^Ddf el 6 m = Srrr' + W = 6w'( I + ^ ~ 3 D Sf 

t 5w \ 

^ j ^ 

Lean liquids aura done complfrtement dispart! au boul d’un temps f. : 


m = Q=*q = 


m t 


(£) 

Application mmmique/, t. 


t, = 


m,jn\ 


MP 




335 


50 x S r 3 S x 273 


IS x 600 x 10 -4 335+ 2 540 


=? 3 h 24 min. 


{||| Eau liquids en equilibre avec sa vapeur 

On consid^re de I'eau Liquids m Equilibre avet sa vapeur 4 la temperature 
I, = 394 K eta La pressiom P 8 = Z atm. La masse (feau ert m * 9 g, etle volume 
total otcupe par I'eau est V, a = 4,7 L. 

1. Determiner !e litre en vapeur du melange, 

2. On place le systeme dans un thermostat i La temperature 1 F a 4? 8 K. Determiner 
E'energie thermique 0 feurnre par le thermostat darts lei deux cas suivants : 

a. si Lon maintient la pnession constant* |4gale a P & ) ; 

b. si le volume est invariable, 

3. Commenter Les- resultats du 2. a* et 2. b. 

On donne, pour I'eau, les valeurs des volumes massiques de la vapeur saturante (vj 
et du Liquide de saturation {v L ), amsi que les enthalpies mraiques correspendarttes 
(b t eth L ) : 

I - 856 dm 3 ■ kq 1 ; ~ 2 710 U ■ kg ~ l ■ 

* T s 394 1C | 

| iq = 1,06 dm 3, ■ kg-* ; b L = 509 kj - kg- 1 ; 
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* T =• 412 K ^ = 522 dm*. kg-'; 

* T - 471 K il pour un volume massiqtM: de 522 dm 3 - kg - 1 * * on a : 

A s W = 2 B70 kJ ■ fcq- 1 et P = P' = 4,1 atm ; 

* T =. 47® K et pour une pression P = l atm, on a ; 

h = JT = ZflM kJ ■ kg-k 


I 5011111011 


1. Par definition, Je litre en vapeur c$l don nt ; par la 
relation r 

j m 

D'autre part, «n d&sagrtant par m L la masse d'eau. liquids, 
nous $mm ; 

m - m L + m v 
V 0 = Vl^l + v^^,, 

Soil encore : i-v. - —2 = v, [ I *» jc> +■ v. ,jc 

w tri 

(ou Fq, represents Ic volume masstque * global »). 



tfou 

Appfimfim numfrique : 



Fj = 1,06 dm-’ • kg" 1 ; v v 


D'oii x 


522 - 1,06 
85fl - J ,06 ^ ^ 


eSS dm J ■ kg-' ; v fl 

0,6 L 


4J 

9 10 -* 


522 dm 3, ■ kg~ ] . 


1. a. La pression est maintenue constante P = P 0 , 
et la temperature finale Tp = 478 K est suptrieure 
il la temperature T 9 de I’equillbre liquids vapeur 
{pour one pressinn P & ). L'£tat dti systfcme (ramene a 
Puntie de masse) passe d’un melange Ekquide- 
vapeur {point A) k celui de la vapeur (point BL 
Appiiquons alors le premier principe au fluide : 

AU - W m *Q. 

Le travail exlerieur s^eiprime simplement par 
W„ t = -P^V, d'oii : 



w * - -f 0 <v f -v 0 k 

Soit une energae thermique Q fournie par le thermostat i 

Q = U F - U, + P„( V F - V,) = ,[ U F + P C ¥ J; ) - (Uj 4 P,V 0 ). 
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Exercice as * 


|H f . L>+J? f V, = U F 4.P D V F 
Or P, - P f = P 0 ! 

[H, = U,+ P,V, . U| + P 0 Vj 

Finalement Q = H F - H , {transformation isobars),, et en de&ignant par h les enthal- 
pies massiqun : 

Q * m{h F -fi|) 

li, se calcnlt i parlir des valeurs A T et de$ enthalpies ma$$iques de lav&peuraauirante 

et dii liquid* uiuri. et du titre x en vapeur : 

Ij e = jeJs v + [1 -x}h,_ 

Quant a h T LI s'identifie i la quantity h* t d'oa : 

Q * m| h" - x h > -(I - x>/i L | 

Application manirique : 

Q = 9’ 10~ l i 2 B9*- 0,6 1 x2710-039k|»!=>Q a 9,3B kj. 


2 . b. Celle fois-ci, le volume reite ^pl -i V,, et le premier prinripe i^rit : 
A U » 0 =i Q * m ( - u , } 


oil tr p et ;j | dd’sig.ivent les energies internes massiques dans les ftats final et initial. 

Letal initial cst toujours associi an point A, 

Pourl etat final, on a on volume massique v # er unc temperature T F = 478 K sup&ieure 
a cells d u point A'{T a -= 412K d’apris les donnees) : cel Hut correspond & tin point 
tel que S' pour sequel 1'enthalpie massique vaul h' et la pres&bn V ' s 4,1 atm. 

Or Jd !_ ■ h t — P } v |. avee h ( = fi P K — P' 

tt i’, — v D h sciit : Mj. = ^-P v D . 

De m£nie u t « Jj , — P, v, avec 
^1 = ft v Jf+lr L (l -x), P, = Pfl et v { = v 
D’cuj 


Q = tn{(h' - P'v a )~ {h v x + h , ( I - x) - P H ,v G )J- 


Apphaition numirique :Qs 8 , 2 k|. 



3. Les resultats des questions 2. a. el 2. k nous montrent que rdnergie thermique four* 
nie par le thermostat est plus grande pour la transformation a press ion constitute que 
pour la transformation a volume constant i 

- dans le deujdime eas, I'fnergie thermique rescue sldentifie a la variation d’lnergje 
interne (volume constant), soil Q 2 = U F - U t ; 

- dans- le premier eas (P - P D ), on a i 
Qi + w Ht = U r :-U,^Q, = 

U difference entte Q, et Q 2 provient done pour I'otcntid de fe quantile W fja un efifet, 

pour la vapour assimilable £ un ga? pariait, on aUrait ■ Up, puisque 
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T f " = Tp = 479 K J, Of dans oettedemSre transformation, k volume augmented w m 
«r dcfsnj ncptif, desorte que G, > Qs , oominc il « dott. 

On a W„ t = —Pol rtf ( v F - V M } ] . 

Us tables donneni v v ■ |,J9 tn 3 ■ kg-' {pour P = F^=2 atm et T = T f ),. 

D’ou W„ t = -2 ■ IO ! X 9 - 10 -■'( 1,19 0,522) =s =*-l p 20kJ. 

Of Qi-Qj = 9.35-9,18 = L.L7 lc|. 

Ilya bfon accord (Q, - Q 3 — W ta| ). 


Detente isentropique de vapeur saturante 


1* On donne pour feu tes vafeun d« enthalpies mastiques,, assodfees aux tots Liquide 
at vapeufr 4 das temperatures diffe rentes. 

Tj = 4 IS K ; /t L = 410 kJ ■ kg J * ; K - 1 kJ ■ kg - 3 ; 

T 2 -373K; h L - 419 kJ kg- 1 ; h, = 267 4kJkg-\ 

On admet que pour lies temperatures, conskterees (T ^ 470 K), La chalesir latente de 
vaporisation de feu vane lineairement awe la temperature T. Em d&duire ^expres- 
sion numerique dormant t m ( I) ©cprimee en kj ■ kg" 3 , 

2* On eonsid&re de la vapeur d'eau saturante (temperature I < 470 K). On Lui fait 
sufclr un® dittnti isentropique, Morrtrer que cette detente s J actompagne d'une lique- 
faction partielle i on noteray le title en liquide du melange. 

Dormer U valeur dey pourdes temperatures finale et initials fegales i T a et T r . 


On supposera qut la capaciiie thermique du liquide de saturation est line constante L 
Pour tes applications numenques. on prendra C ■ 4,186 feJ ■ kg" 1 ■ K -1 . 


1. Sur le diagramme (P, Tb t'etat initial est 
assodi au point A(P lt T^. La pemte | 

de la courbe rfequilibre'l est U£e I la chaleur 
latente de vaporisation par ['expression 
dite formule de CLapeyron : 


t 


wap 



od v ■„ et v L - volumes 


massiques de La vapeur saturante et du Liquide 
de saturation. 



Determiner la grandeur ] caracterisant La pente en A de risentropique sifcu£e 

Svi& 

dans Le demaine de La vapeur et aboutissant en A. 

EtaMir une condition sur ces pentes pour que La detente envisage s'accompagne 
effectivement d'une Liquefaction partielle. Conduce, 
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1* A la tfmp^nturtd'eqiiilibreX Is chal^urlatenre lie vaporisation N rapfH>rtfe 4 l uoili 

de imuse, est donate par ^expression : 

l ta ,(T) = MT)-\(T). 

On admel des variation* Liniaires: m nt-pT [Aft = fi v -h L doit diminuer 

quand la temperature augmente ■ All tend vers tine valeur nolle pour T — ► T r ), On a 
done : 

VTJ-JijJT) - rz-flT. 

Appliquon* cette relation, aux deux temperatures T , et T 2 : 

f a - PTj ■ 2 739-610=* fot-4t8j3 m 2 129 a J wp (T,} 

| a - J3T, = 2 675 - 4 19 =? ] a - 373[i - 2 256 = J^Tj J 
La resolution de ee iystinse conduit & :: 

P = 12 ^l^ 9 =* I' 5 = w «r ■ kr 1 j k l * a - a 309 kj ■ kg- 1 . 


Dou ^ p ( T} # (3 309 - 2.S2T) kj ■ kg " 1 

2 . La detente va s'accompagner d*une aug- pi j 

mentation du volume et d’une diminution de I ^ 

la pncssion et. de la temperature, \ f T >. ^ 

Supposons quVilc saccompajnt cffectivcmenl 1 1 X' * V'--. T 

dime liquefaction part idle (A — ► IS) et icri- tf/ T' V\ 
vons quo I cntropie dans ics to « A » et * B * 1 z 1 B Sl - 

cs.1 la mfiilr [ Temperatures ns$pe<;tiV4*sT etT'j. ~ ~~ ”” ”™ *"" ^ 

Or la variation d 'entrap ic sur k chemin A — » B assoeii & la detente «t la mime quc 
surlechemin A -* A ' — * B' — * B (S est uncfonction d’itat). On a done : 

A5(A * B) = AS (A ~+ A') + A5(A' -» B') ■+ AS(B' -* B|, 

El d’apres la definition de la chaLeur latcnte : 

i r n 

ASIA' — > A) = — {pour 1 "unite de masse) 

i <r> 

AS(B' — § 11) = JX-Ja-y). 

D'autre part, I'etat du liquids de saturation ne depend quc dc la temperature d’&p[ii- 
bre T. La variation d cn(ropie sur Ic ehemin A' — + B' e$t alorS- donrtce par {tOU fdurs 
pour run! tide masse) ; 

4S(A' -* B') s Cln^Y J (C consider^ eomme constant). 

Soil au total : 

iS(A^b) = -l^O+d-J-t^^+CInf^l 
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La valeur dey {si elk existe) est done delink par la relation : 



Supposoiu aloisT' infiniment voisin deT : T* = T- t (£ > 0 et t « T), 


La detente, k parrir de i’dtat caract£ris£ par T, amorcera une liquefaction partieUe pour 
y{£ ) > 0, soit pour i 




U) 


Infl-SU-I 

l T/ T 


et : 


f^(T-E) f^T) = / | IV m 

T - t T “l.T-e tJ *" T* 


La condition ( I } s”iJeril alori : C + > 0 

ekst-i-dire 

3 309 

Application nwnirique : T < — — =>T< 790 K, 

L’hypothtae faite (de 1’eau Eiquidc apparait j cst done verifke. II faut dgalement noter 
que la temperature critique de 1'eau est d£ja infenkure a cette temperature limite 
» 650 K)? 

dependant, {'expression donnant l vjp nest evtdemment plus valable i ces temperatu- 
res, on aurait e« effel : 

^ p (*50 K) = 3 309 - 2,82 x m =* 1 ABO kf -kg ’ 1 
alor$ qu’dk devralt fitre nulle l 

Faisons maim enant T - T ( - 418 K et T' - T> = 373 K, 



2 256 2 129 

^ 86 UtiJ ItT “ TiF 


y = IS ■ ID -1 , 


1. Pour cakuler la pente — de risentropb 

queasSocke an gas, on l»Wkr? a- dernier k un 
gaz parfait de masse tnobire M (il est dors «&«• 
saire que la tcmpukat ure T, soft sufUsamment 
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Enerdce ot 


On a (premier prinetpe) " 

AU = Q + W avec W - - P & AV, 

Soil Alt * E 3 0 AV = Q A( U + \\V) - Q, 

Dans I'rtnt initial et dans feral final, la pression du flaidc cst P p et la quantile U * P Q V 
represents l enlhalpie H de I'eau, soil : 

AH = Q r 

Pour tvalucr AH, ooriiiderons la t ransfor matron reversible A -t A' -t B : 

AH - AH (A -> A'} + AH(A ir -» Bf 


Or 


AHt A, A't = - m S , J[n ( T , } par definition de J . Jfi ( T , ] 
AH (A' -? B) ~ mC, [T(j- T t ), 


Q = fflC L (T q - T| ) - r»/ vip (T , ) 
cn fail WffPpVjW 

oil v, et v 0 repr&entenl les volumes massiquu dans 3es etats A {vapeur d’eau, 
T, - 373 K, P = = S atm] et B [eau liquid? , T 0 = 29*0 K, P - P„ = I atm]. 

Application numirique : 


D oil 


W - -Pfl (v 0 - v } )jn 


Q = D.5[4,13( 290 - 373 1 - 2 2601 = - L 300 k | 

W * 1 0,S x 1,67 x i,0i 3 ■ 30 s ^ W = US kj. 


1. b, Faisons maintenant un bilan entroptque en prenant cotnme systeme le fluid*., 
Designoiw par S son enlmpie. Le second principe s’eerit : 

AS = S e + d «J = creation d’entropie). 


Le systinw « revolt «• L'energie thermique Q du thermostat de temperature d 3 oU : 
& = Q m|7 Vi1 ,,( T| j +■ C l ( T| - T fl >] 


□'a nine part. le cakul de AS pent s'effectuer en repnenant le chemin re variable 
A -* A' -* U : AS = A5(A -r A'} + AS{A' B). avec : 


( (-»lOT,)> 

A St A — * A ) - — 

1 i 


AS(A' -r B> = J 


t, mC, dT 


[fob : AS = 


-m; ( t l ) 


m C 


(changement d'itat vapeur -* Liquide 
a temperature T ,) 

(transformation isobars el dH = $Q 
avee dH - mC. dT) 


Salt ] 'equation de bilan : 

-MfyT,) 


■f »jC 




*[l..fT 1 )*C L (T|-TJ) 


et 




Tp 



Parti? Z - Physique MP$I 


opy righted material 






Cequi pent s’-eerire O = tr, 4 O, awe : 

O, - armpit, >[ qr - ^ ] > o puisque T 0 < T L et f vjp > 0. 

Celle eiSatkm correspondraii au soul diangement d’etat de l’eau. 

o - MC {(S-')- in ©] >o 

fcelle-ci est assod£e au passage de I'eau 
liquids de la temperatu re T, 4 la tempe» 
ratureTd). 

Dans les deux cas, f friergie thermique 
cst foumic par Ic thermostat (T 0 ), 

Application numfrique ; 

er, = 0.5x2 260 (^” ^ ®i = 0.86? k[ ■ K~ E 

•* ■ “"HIs-’Ms)]* 0 ' ■ WB1W - K ‘ I - 

Soil au total <3 — 0,939 kj - K" 1 c - 0 h 94 kj ■ K" 1 . 

tv 1 . Li aussi, la transformation cst monobarc mab caniraircirmu an eas precedent, 
clle est adiabaliquc (et irreversible}- Elle a <ara^t^ri.se done par b relation AH ■ 0. 

Imagiflont que l’£tat final soil assocte o un 6quilibre iiquide/solide a la pression impo- 
st d'une atmosphere et a h temperature T 0 - 273 K oomprenant une masse mxdc 
glace et une masse (11 -jc)m d’eau liquide. Pour determiner AH, on pent prendre Ic 
chemin reversible suivant : chauffagc do liquidc jusqu'd T 0 puis solidification parsielle : 

AH = AH(eau liquide : Tj -* Tq) + AHfsolidification part idle 4 T fl ). 

AHaiq:T l -H 0 ) = mC L (T 5 -T,). 

AH(solidifkation partielle a T 0 } =mx ■ [-1 F { T,.) ) . 

Soit au total : AH = m[ C L f T 0 - T i ) - x t f { T 0 > ] , 

Ci(T fl — T„) j 

Cette Equat ion determine x ; x= — , . — ( L ) 

■p t i of 

Application numirit} ue:jr = ; x = 0,16 et on est bien en presence 

d’un Squibb re eau liquide-eau solidc, 

2. b. Faisons malntenant un bilan entropique, le sysUrae considfri dant la masse m 
d'eau. 

Appilquons-lui Ic second principc : AS a S t +■ u, 

Le syitome est thermiquement isole de telle sorte que S e = 0, 


-rial 
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tlans Its deux cas» ime particule chargdc arriwant dans la chambne permet de faire cesser 
lordement k retard m chmgemem de phase ; formation de gouttekitea Cdaas k cai de h 
clutnbK Wilson encore appeWe chambrea brmiillaid), tbfmatkw) dtbulks (pour Ladwn- 
bre a Mis) — * materialisation des tnajertoite* de ces pa/ticules cbaiuto... 


Vaporisation a T et P variables 


Un cylindre (hauteur h = 0,5 m, lectio n s - 0,0^ m 2 ) est separi en dew;* parties 
par uri piston de masse negligeable, mobile sans frottement. Le compartment swpe- 
rieur contient n - 0,3 pole d'air, et k compartment irtf&riitir wne mok d'eabu 

OJair et b vapeur d'eay seront censkWris comme dtes §a i parfaiti. U pnession cfequillbpe 

/ T - 273^ * 

eau iiquide-vapeur tfeay est donnie- appwimativtment par P^(T) = P 0 .| ^ 

avec P fl = 10 s Pa. Le cylindre et son cointenu son! initialement 4 La temperature 
T t ■■ JOO K„ et on chayffe I'ensemble de manure progressive (quasi statique). 


1. JMcrir# qualitative merit revolution du systems. 

2. Tracer La courbe devolution de La presslon de L r air dans Le cytindre pour T variant 
de 300 K a 450 K. 

Dn rfonnera les vateurs num&frquej des templr&tyres particulitas permettartt de 
dec lire cette tourbe, 

Comrnenter, 


?B SoJulioJi 

1. Tarn qiie L cau demeure liquids, le piston mobile itsie dans le « has * du cylindre 
(volume de I’tiM liquids ™§glige$l>le devarit It volume V = ih du cylindre). 

Ccd support que la prtsiion de Pair est supkrieiirt k la pression dkquilibre eau 
liquide-tau vapeur pour la temperature T. Montrons que e'est biem le cas pour T - T, 

* l mole d’easi liquide occupe un volume d ’environ IS cm'. 

Or V ■ ft s = 0,5 x 0*02 = I0' J m 1 n id L On a bicn V 

■ P ■ fT, j * — — ( V ., := V - v I- *= V). 

A nr^ x I " y ' r air r T «u \\q ■ p B 

Soit PJT,) . O - 3 0|5 a ^ 0 ™ . 74Jk»»-0.7»P, 
or P*,(T,) - P, ■ P 00 ,^ 73 )' » tWOSP.. 

On a bien P*; r fT|) » P (T, ) , et done Ikau est k l'£tat liquide j cede temperature. 
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Machines thermiques 



© Machines dithermes : les trois cas interessants 

1. Pfcut-on realise r un moteur thermique r tine machine ftiflonfique, ou one pompe 
tNermique i parti r d'uti flLuide d^crivant des cycles en Gchanqeant de I'ewrgie tber- 
mique avec une seule stHtFce tfretmSqye dte tempiraty re T t ? 

2. On disposi d&scrmais ie dewx reservoirs d'Gnergie therniique (thirmoftats de tem- 
perature T f et T c awe T t > r f ). Keprendre la question pteoidesite et dfclinir dans cha- 
qy® cas l# rendfment (ou refficadte) de 6a machine en function notemmertt de T c , t F 
et de la creation d'entropie pyr yn cycle or, tommenter. 

Application numerique : pompe thermique reversible pour laquelle f F - 27l K et 
T t - 292 SL Dormer La valeur du coefficient d'efficadte. 

11. Ce q%x*i] fatut s&¥oir 

- Premier princi pe - second principe. 

* Definition dun rcndcmcnt ou dune cfficacire. 


fll > Cfe q^l] f'&ut dopftpreh^rg 

1* Le fluide decrivant un cycle, mb factions ifktai sont invariantes aprfes chaque cycle. 
On a en particular A cycle] - 0 et AS &lkJt l cycle) - 0. D’aotte pari, Sa 
machine Change on travail w *wec Lkxkrieur et tme etietgie thermique Q awe 3a seok 
source (de tempera! tire TJ. H soffit alors dappliquer ks deox principe? de la tbermo- 
dynamique, puts de prendre en cample les caracterisliques de chaque machine 
( W < 0 pour un moleyr rhermique, W > 0 dans les autres cas.,.). 

2, Le principe d etude esl le memc que cetui d&rit dans le cas precedent (mais il faut 
ten i r comptc des deux sources thermiques). Lc rendemau (ou I'tfficwik) scra&fini par 
k rappcwi de la grandeur inergetique utile -Otlle qut I’ori chock k oblenir fen vulrur 
absolue) - sur Ikneryk p re Levee (source non * gratuilc » : Anergic eodteuse 4 fournir). 

1 y SoUUoh 


1* Prenons corarae systemic le fluids decrivant un cycle. IE est amicterisc par : 
^Ufl^tcyde) = 0 et AS flukfc (cyde) - 0. 


Le fluide re^oit un travail W et one energie tbermique Q (dela source a 3a temperature 
T ( ), ce qui implique : ALk uai (cyc]e) = W + Q (I" principe) 

^^uuid^ cycle) s 2+<j (2 l principe) 


D o is les Equations 


W + Q - 0 et Q - -T a 


D'iUitre part, la creation d’entropieo est evidemment positive r <J > 0. 

La transformation cyclique e|n fluide conduit alors 4 : Q < 0 et W > IL 


riqhtei 


aterial 


Partie 2 - Physique rtPSl 



Ainsi, un itiotfijr therm ique fondiormant $ur ec type cst impossible (op doit avoir 
W < 0 pour que du travail soil fourni & I'cxtfricur), It en cst de mimed'unc machine 
frigorifique, Penergie themiique Q devant etre prise a respace que 1 'on veut maintenir 
A bassc temperature (ce qui imposerait Q > 0 }. 


Par centre, une pompe thermlqueest envisageable ( W > 0 et Q < O : de Tinergie ther- 
mique a t fournie a respace it * rechauffer *), dependant, u me telle machine aumit une 

JQI 

eflicacillcgalca 1 ’unilc t = = +1 ct nc pTescntcrait guerc d'intcret du point devue 

de noire elude : c l tsl en fait le cas du radiateur rique. 


2 , Gonsiderons maintenant une machine cchangeant du 
tramil W awe Tcxtiricur c£ dc Tincrgic thermique avee 
deuif sources (source froidc ct source chaudc S^), 



I POINT MfTTHODE 

LlS Iraoslerts ^rtiirgftiquts Wj Q( , Q h sOrtl dCS grandeurs algetsriqueji ■■ uqs ■■ par 
le systfcme lluide. Si tiles Scmt positives, e'est qu'elles son! eflEcClivemenl revues par le 
systtme; lorsqu’elles sont negatives, e’est que 3 e transfer! correspondent skffectue 
dans le senssysttme llulde — * exterieur. Alatsi. VV > 0 implique que I’on doit foiirnij' 
dc Icncrgie rmfeanique 4 la machine (c"e 5 t le cas d'une machine frigoriSque}, ct 
W < I.) pennet de conccvoir dcs machines foumissant du travail alcxterkur. 


Le fluide dccrivant toujours drs cycles, il vient id (pour un cycle) : 
AlW cycle) = 0 = W+Q C + Q F 


■^^rtuLdct Cycle > — 0 - S e + CT - ^{mun* fraidf) + ^c(wme t:hjuifc| + ' 0 

avec c > 0 . 


,S£ + 2e +0 

T C T, 


* M oteur tfiemique : dans ce cas, il faut que W < 0 ce 

■ l Q r Qf 

qui impose Q c + Q f > 0 avec 7=^ + — s -a < 0 

1 C 

le domairte de points figuratifs dans 1 'espace (Q F4 Q, ) 
correspond £ h rone hachuree [cf, Figure ci-con(re). 




Qc 


4' 


\ A 


Qf 


Line lei le machine fonetionnera done avec 
Q c > 0 et Qp < 0, e’est i-dtre en prde- A = droite d'equation : Q t + ^Q F - 0 


van t de I’inergle thermique a la source 
chaudc ct en la rest it nan t a la source froidc. 


A' e droite d^quation ; Q c + Q f = 0 
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[ h cfficacit£ est maximal* loisqoe l« cycle est decrit de fa^on reversible (tr = 0). 



la valeur de (e Mf ) rf est d’aurant plus grande <|ueT f est voisine de T t; (avec T F < T c ). 
Pour la pompe the unique, ce qui nous tntlresse c’esi l'^nergie thermique foumie a ia 
source chaudc„ dou : 

-Q-. „ Qc _ i 
w q c + q f 


t? rr “ 


'•s 


or 


Finalcmcnt 


On Or 
T r ' T 


— CT 


c 

e TT = 


Op 

Qo 


TpO 

Qt 


T,C 

(-QJ 

rcversibilfti {O - 0) 


la grandeur 


t V < -Qc) 


est positive, et I’efficache est encore maximale dans le cadre de la 



De mime, cat d'autant plus grand quc T F est prochc de T^. 

Application rwmfriijue: soit [i r ) riy - 15,4. Pour un meme Era- 

l - — 

m 

vsiij utilise, r^ncrgie thermique est & peu pres quinzc Ibis plus important* que «lle 
obtcnue par conversion dirccte dc travail en energic thermique ( radiateur ^lectrique) . 
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Exertice m 


Cycle reversible - Cycle irreversible 

Un gramme {fair., consider® comme un gaz parfait de P 
masse malaire M = 29 g f decrit le cyde constibue de 
Tadiabatique CA, de L'isothemre AS et de il'isachore SC, 

On prendn : y - lAt 1* ? T, s T, s 300 K; 

Tf = T 0 = m K ; R = a r 31 J ■ K” 1 ■ mol 1 , 

1. Le cycle est decrit dans le sens moteur et de (a^on 
reversible. Determiner Les Idiartges £rterg£tiques avec 
Lexforieur pour ehacune des transformations, ainsi que 
le travail W T et fifteTgie therm ique Q T te^us au cours rfun cyde. 

Application mtminqm : dormer la valeur de W T . 

2. Le cycle est maintfriaot d£crit en sens inverse Its transformations SA et AC 
demiurant reversible*. Pendant L'isochore CB. fair est err contact permanent avec la 
source a la temperature J v 

a. Queiles fit Les nouveaux Ichenges d'inergie 1 Application mjmirique. 

h. Determiner la creation cTentropie o torsque It fluid® decrit un cyde de transforms* 
tions. Application ntimerique. 

'll, de famt gavoir 

* Cycle motcur - cycle resistant. 

■ Loi de Laplace dts yai pariahs. 

- Premier ec second prinetpes. 

tfi?. Ce ^u ? ij dolnpreiatJre 

1. l|p Cyde motcur s£ra diforil dditt 1® 3£ift$ dt$ aiguilles dyne rtSprttre (W| < 0), LcS 
changes dnergiflUiue se calcuteronl era prenanl ta compie b caracttfristiques de ducune 
dcs t ransformations {adtabatique -r Q = 0 Lsocbore — t W = OiisothermeHr AU = 0} 
et en utllisanl le premier princlpe, la variation d’energie interne s’exprirnant s implement 
cn fond ion de k variation dc temperature (pour tut gaz pariah, AU - wC^AT ). Pour 
I'isothcrmc, b determination de W sdktwn par un calcul direct. 

2. Le cycle est mainterumt d£crit en sens inverse, ce i|ui implique W^. ■ -W T et 
Qf * -Q T . Lesechanges £nerg£tLque& pour les trois transformations son! simpk- 
ment changes de signe (AB et AC transformations reversible* decrites en sens oppose!. 
Li creation d'cntropic firrcversibili(i) est cn fait assoewe a la transformation CB, 

SalulioJi 

1. Le cycle propose devant fire moleur, it est dAzril dans le sens retrograde i 

A -► B — ► C — ► A. 
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fidhanps enc r^ttiquei assodes a diaque transformation 
a) Isotherm* A —* B ; 

On a 4U = 0 igaz parfiaitLet 4U - Q AB + W AS {premier principe], 

Or SW M = -PdV mcP.= = fW iMl = -riHT,^ 

dot: Yt„ . -nRT,£'^ = -»RT,1 B (^) (V, = V, « V, . V,). 

Exprimons les volumes V, etV 2 en fonction des temperatures T 0 el T, des points C et A. 
A ccr dfct, El suffit de traduire quc Ea transformation CA esf isentropiqne, soit : 

pw — consume I 

PV I =* VIM ■ T = constant?. 

— - = constant? | 

D'o« T 0 vr’ = T,V»-' « = (^)^. 


L‘ expression du travail W Aj> dcvienl : 
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P) hochore B-»C: 

Lc volume csl invariable, ft aucun travail n'est Change : W BC * 0 , 
D h fiu, tfapr^s It premier prirtcipc ; iU * rtC^T^-T,) = Q K: 4 0 i 


** = Qk - ^j(T« -T,» (wee C. = ). 

V) Isentrvpitjue C — ► A : 

[] i'y a pas d'&hange ther [tuque a qui imp)ii|ue Q rA = 0, It syfil^itu revolt alor§ If 
travail W deilcii par (premier jpfifidpe) 1 : 

w -: a = = nC[ T,~T p ) pulsque T, ;: = T* et T A = T,. 

H P 

Flnalcmcnl Q Ca = 0 eE W CA = ^(T L -T,) > 0, 

Am totals I’energie thermique Q T el fe travail W T * ret; us » s’expriroent par : 

Qi ■ Qab + Qisc + Qca 


Qt - -^[<T 0 -T,) + T, [*(-')] 


W T = W AB +■ Wr +■ w, 


B c. 


'CA 


Wt s ^[(T.-Ta-TiKrJ 


On a bien W T + Q T = 0 (puisquesur un cycle, 

AU a 0 = W T 4 Q t ). 

[Va Mire parti lc cycle csl effect ivement rnoteur, 

W T esf negattf : 

Afipiica cion nuirrfrique : 

J_ = J_, 

" “ M ~ 29 1 

w t ■ ir^M[ (?00 - ,5S ’- 300 Ki’)] :W i - - 58 ’' 



Common mires 


I .'etude pr^cirlmtcdoil d»(n accord avcclc second principe. Le cycle eianl decrie de fiifon 
reversible, nous avoos : AS (Th .| ( ( fluids = 0 - S* + 0 (a = 0 : re'cisihilin: I. 

Lo edtanjee* lhcrnli(|uft ont lieu lursdfi [nlilsfomillLDglsAB et 1C, 

La iransforrnation AB eiam isolherme : 


iS, 


T, T-l lXvJ' 


la [rajisftirnvalitrt BC est isuctuu-ie reversible Ja temperature de Fair t^uluuil GoriTinftmcnt 
des valeurs T, '* T, r 1] suffit slots (Timaginerque cetre evolution s'elktue en meltant le iys- 
teniecn contact avec un nomhrr infini dr sources dnnl la temperatures s’echdoiinenl cniie 
T| et T m . Ainsi : 


riqhtei 
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<8S* W > * y, •»* KJ - <H> - nC.dT (6W , 0). 

= hC.y « (W^-^Jp't 

OnabienMS^pt ■'.a a + 



J 


2« i. Lcs ^changes cnerg&iqurs s'effcctuent main- 
tenant en sens inverse, Les transformations AC el 
JiA etant reversibles 11 vient : 

= -Qc* = o, d w; c = -w CA 

Qr.A = “QaH et 

Pblif tl transformation isodhore CB le travail rtile 
mil puisque le volume est invariable, el les etats C 
et b demeurant les mimes nous avons : 



Wf 3 - 0 et Qc B = AU' = bQT,- T*) = -Q BC . 

Pour le travail total et I'friergie tbermique total? r 
K - W AC + w' M +-WJ-J - -W T (mime cycle dtolt en sens inverse). 
Qt 55 Qac + Ob a + Qcb = “Qt (pour urn cycle Wj + Qf = 0 ). 


Application, num&iqut : W£ = 3ft J et Qf - -38 J» 

2« b, Considirorts un cycle. La variation d'cniropic dc I'aircorrcspondant i un cycle 
est turtle {mime dat initial el mime dat final) ; 

AS = 0. 

Or d'aprb le second principc : 

AS 3 + (cf : creation d’entropleb 

Les ^changes therm iques se font awe h source thermique i la temperature T L {trans- 
formations CB et BA). Dfoii : 




91 

T, 


Qcb + Qra 

T, 


Qt 

T, 



Dts loo ; tJ 
Finalement 



«- 5 M' -»•'■©] 


Wt 

T, 


{Celle quantity «t bicn positive conformiment & Pctudc faite pourW T & la question 1*), 


Application numfrique : tJ 


(-W T ) 

T| 


lb “ ■ w » ' ■ 


Lirnfvcriibiliti sc situcdansla transformation CB pour laquclk il y a un transfer t iher- 
mique e litre le systime tluide clonf Ea temperature n'est pus const amine nt £gjsle It idle 
de b source ihermique avec laquelle el!e est en relation. 
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Exercice 643 m 


Or pour eette transformation, le second principe s*£crit : 

“ ^frhanpf V;u + ^C6 

g;„ 

avec fS ■ ) r| - — — (I'tichange ihermique se produit avec La source de tempera- 

T, 

lurcT,). D'auirc pari d'aprfe La formula dormant AS pour urt pi par fait : 

P r 


A 5,. :| - rrC v I n 


T„ 


(v»' 


- " CJn Cp^) ; 


(V,= V C ) 


el — - =r = =r (pi parfkU avec V H = V c }. 
“c 1 c *■ a 

i/oi:as <-» * TTiKfi) 

Soit line creation cTenlropie : 


fCs t ri R . ~ r . , 

avec Q r[S - ^(T, -T D }- 


„ 'dt | f T 0 Qce 
N : ous jblcnons done so in me it se doit r I 7 _ vlr s 7 ~[ fy" ”1 | + ln( yr- |J. 


W Cycle de Joule 

Un kilogramme tfair decrit le cycle thenpodynamique suivant : 
etat A : T 0 - 500 K, P k3 * 10 s Pa; etat S : T„ P, - kP$ 
etat C ; T ? - 1 ODD K„ P, ; fort D : I 3 , P„ 

transformations AS et CO ; adiabatiques reversible ; 
transformations SC et DA : isobares, 

fair est attimtlfc a un gat parfait, de eapacit# eaknifipe wassique a pression cons- 
tant* t p et de rapport y = 1 , 40 - 

1. CaLcuter les vateurs dts temperatures T, et T, pour k = 10, 

Donner L'allure du cycle en drag ram me de CLapeyron |Nn function de V) f 

2. faire le bilan energetique du cycle : 

- quantites d J energie ihermique frehangees ; 

- travaiL total i estdl re^u ou fbuml ? 

De quel type de machine s'agit-il ? Defirm et calculer son rendemeFit (on effieacit£) c 

3 . Les echansges thermiques du flukle ont lieu uniquement avec deux sources : 

- une source chaude 4 T 4 , ; 

- une source froide a T a . 
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Application mtttrfrique i T 3 = 518 K. 



2. Hour les transformations ad LabaLiques, Q A _ 4 R si Q f; ^ a - 0. 

Pour l^tmsformiitioas tsobaws Q = AH 

Qb^c= wCpdi-T,} et 00-.*= nC p tT a -T,) 

>» „ r . Ry 

avcc n = — ct t ’ = — *-■ 

M r y - I 

D^terminons te travail total ; te gait d^crit un cycle : 

iU - 0. 

LVjprcs le premier principe, AU - W + Q. 

On a done: W = -Q * -Q s -»c”Qr) -» k ™ + Tj-Tj-T^), 

4 PQ]NTC 0 UR 5 

Le cycle est d«rrl dans lexers retrograde dans ie diagraming de Gipeyron. L* travail 
total est done fdurni I Fexterieur ( W <• 0), D’autie part. Fair® du cydeanapoiidi 

I IW| . 


11 s'agit done d un moteur dont le rendement p est d^fini par 

nil 8 e obierme 


P = 


quantity a on^reuw * fount re 


W 


p = - 


LOMt 


Dou 


1 - 


t } -t g 

Ti-T, 


Application numeri/quci p s p„ a 0 , 4 S- 


I* Le cycle eludi£ n’est pus reversible, lesechanges d T £nergie thermlqneauec bjourets 
ne l etart pas (T^,, * T Blirm ). 
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bercke 


1, [yc (bnctionncmcnt irreversible dc la machine dolt n6x«itcrun apport de travail 
trlquc plus important pour fairc passer la temperature de la pifcae de T* = T es 4 T p 

< w ,„> W r) 

3 . [] faut, par rapport au 1 .. modifier le bilan d’energie rdalif i la piece el tenircampte 
des ^changes thermiques directs errtre l h alr extfrieuf el la piA*. 


3 - So]uUoh 


1 . La temperature de la pi toe via evoluer de la temperature 
initiate T w a la temperature finale T F . Au tours d'un cycle 
donut, la machine n^oit le travail @W, lincrgic tbermique 
SQ de la source rh-nuLe (air ejtttrieur) el I'tncrgie therm i- 
que flQ' de k source «• froide » (la pitce a rcJruidirj. Son 
function clement est du type * machine ffigorjfique * de 
tulle Sori|ei|uc : SW > 0 5 Q r ^ 0 el SQ <L 0 . 

Sue tin cycle, le premier princlpe s ecrit (AU - 0 ) 

SW+SQ + SQ' = 0 (1) 

En suppoMnt de plus que la variation de temperature (stir tin cycle) est suffisammerst 
taiblc, ic deuxitme priricipe pnend la forme (can de la rfvcnibilitf j i 



$5 


Sa = o 


12} 




1 ll|iiilr ^idw|P 

II reste i traduire que la pi&ce se refroidii sous Teffet du pr£l£vement d>nergie thermj- 
i|ue SQ\ Appliquons-lui le premier principe. 

dU (piece) = CdT = -biY (3) 

I nitrons ces equations de 1’dtat initial (T = T {! ) il'diat final T = T F , 

[ 1 ) don ik : W + Q 4 Q' - 0 
(3) devient : Q" = -C(T P -T„J 

T - / T *dT 


(2) se transformcem : 6Q - -^rCdT sa Q = CT„ \ — 

T Jt, ( T 

•fail: Q = -CT„ln(U«j, 

Lc uravail elect rique total k fournir ^ la machine a pour valeur : 

w. » QT f -T„) + CT„L n [U'j. 


Soil encore 


W, 


CT. 




. 4 p 'pliftitiiis r r i -i r p .■ e : vnj u C : 


W. = 5 
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Le temps t nScessaire pour faire passer h piictdt b temperature T e< a Is temperature 


T f cit dors 


W. 

X - — =* X - 848 s - M min,. 


2, La machine fcmctionne maintenant de fa^on irreversible, Reprerwnsle second prin* 
cipe applique au fluids d&rivant un cycle : 

SS(fluide) = 0 - @S C +Sd 

f “ 

cycle !—► creation d’enttopw positive 

Or 5S, = ^ + »f Soft o-^* *£ + ««. 

A A Cl - 

Or SQ' w -CdT i.cf (3» =*Q' = -fj CdT = C(T e( -T E ) 

£1 5Q„ = T„C^- T„8o. 


Dei. Q„ = CT>(^)-oT„. 


0 est la creation d’entrople locale traduisant rirtfvtrsibilit* de la machine. II m result* 
un. travail dlectrique W ]rT tel que : 

Wi„ = - Q-Q' = -C(T„-r,J+€T„L B ^] + OT„. 


Finalement 


\V- - W = T (i 

irf r * (*' rP 


Le travail i fournir est bien minimal (W r > 0, W ifr > 0 et <J > 0 ) dans le ca&d'une 
machine reversible : W jrr > W f . It pour tine puissance dblimentation constante 
(P s constants ), ii faudra plus de temps pour amener la pi£ce a temperature. „ 

3. Le premier principe appliqu£ k la pike s‘deril : 
dU = CdT = -SQ' + SQ,. 

Airisi, la nnuvelle expression de 5Q' est : 

SQ' = - CdT + Ij(T„ - Tjdf. T ‘ 


pifcce 


SQ' 

© 


M 


M = machine 


Soil, dans le cas d h un fonctionnemert reversible de SQ i 

h machine ; 

o = 52s + +0 soil 6Q„ = ™SQ'. 

I tI I I 

Dc plus (premier principe) : 5W + SQ k , + 5Q' - 0 pour un cycle. 

DW » . . .w-w . 

dt df df d f \ f ) 


SQ t 


cr 


& 


■04)- «s 
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Determiner L'effiucit£ j\ de Li poinpe a chaleur : on utiLisen Its valeurs numirb 
qu« fournies duns Le tableau de donn^es pnisentS d-apr&s, 

b. fwe un bilan d'4rergie, 

2. Afip dTamtiioreir I'tfficacite de La machine,, on modifi# LeUt final de la transfonni* 
thn 2 -*• 3* £rt 3, le fluids et d^sermais dans PfcUt liquid* i U temperature 
V = 40 % et sous la pression P = 15,2 bars., 

Danner la nouveLLe vaLeur du coefficient r|. 

Tableau de valeurs : 


t("C) 

P(bars) 

K 

h y 

V 

5 # t 

3 r & 

' 4,7 

157 

0,565 

60 a C 

15,2 

61 

17S 

0,552 

40 

15,2 

39 

- 



h L et h v (enthalpies massiques du liquide de saturation et de La vapeur saturante) en 

y » kg "" 1 ; 

s ¥ [entropie massitpe de La vapeur saturante) en y - kg" 1 - K -1 ; 

capacity thermique d pression constinte du pi freon {m voisinage de f - 60 “C ) 

C p ■= OJ79 W - kg" 1 ■ K“ 3 ; 1 bar = I0 5 Pa r 

Ji. Ce ^u*il fatti g^veir 

* Machines thermlques. 

* Detente isenthalpique. 

* Transformation Isobare. 

* Premier principe et ecouiements. 

11 , Ce tfuHl fVat doMjarehgfre 

1. La pompe i chaleur preJ^ve unt frteijjit thermique Q a La source frokfe (id Pair estlt- 
rieur), foumiJ 1'^nergie thermique Q" a La source chaude (la maiion) et absorbe un tra- 

vail W ;iu niveau du compcesseur. Lefiiciicite de la machine est deftnie par i\ - — L La 

determination des grandeurs £nergetiques Q‘ r et W pent s 1 effect uer par la connaissanc* 
des enthalpies massiques ft, h h t el fo,. Us valeurs de Jr, et Jr h sc lisem directemem sur le 
tableau, j] rtale done & cakuler h 2 et par li-m^me la temperature t\ du fluid* dans eet 
aat. L'fvaluaiiqa de $e fera en diterminan! la variation d'ent topic enfi? Ic$ itatt 
(fj i P 2 ) (< 2 , 1 3 si cten serappdantque la compression est isentnopique, 

2. Dans la deuxifeme question, le passage dans Le eondensew s elTectue awe un refroi- 
dlssemenl supplementaire (t ; - 60 “C -* s' = 40 T ) a qui augment* la valeur de 
I'foergle ther unique transferee it la maim Le travail nbxssaire re, slant Indian^ (les 
etats 1 et 2 sont les m^rnes), TefficacLle de la machine s’en trouwra ameitor^e. 


Qiapitrp 5 - T h pmorly namiq ue 




Exencice Hi m 


■5, Solution 


1. a. .Nous avons represents ei- centre air un dia- 
gramme f t J , V) k cycle deceit par k Huide (cycle 
rapporle par cxcmplc a funiti <k mi»c de (Wen), 

* I — * 2 correspond a la compression adiabatique 
reversible, le compresseur recevant un travail 
exteneur W (par kg de tn£on). 

* 2 -> 3«i une inansfcnnarion isobarc scffccttiauil 
dans le condenseur qui absorbs ]'£ncrgie thermique O' prise au fluidt (pur kg de freon), 

* 3 -a 4 est une detente isenihalpiqueoCi le frion &e vaporise en partie ; le litre en manse 
de freon liquidc passe de la valeur 1 = ! I tme valeur 0 < x < 3 . Cette tranjforma- 
tion scftcctue saris ^changes d^neegie thermique el de travail avec Textirieur. 

* 4 -+ ■ est une transformation isobare s’effectuant dans livaporateur. Un kg de frfon 
prfleve une energie therm ique Q > 0 a I’air exlerieur (source froidejk 



Fifl.1 V 


J,'efheacirc cs[ detinie par : 


Tl 


irttrgit utile foitmie 
dnergie depensfe 


Soil encore q = 


q; 

w 


Q'i: -»3i 

Wfl 4 2) 


(1) 


■ Travail W fourni a la machine (pour I kg de fn&on) : 

Le premier principc applique aw comprcssoir cl dans le cadre d« hndcmcnrsj^crit ; 

AH = W. 

L>ou W = hj-fc, - Mfji Pj)-h v (r l .P l l { 2) 

oil /\(/ p P) represenle fenthalpie mas&ique de la vapeur dans Petal t (tempdialurc en 
degrt Celsius) et P (pression en bar). 


On a 3,6) - 137 k| ■ kg" 1 (cf tableau), La determination de h v = ( fj, 15,2) 
passe par cdlc de t j ; a cet dTet, il lout traduirc que la compression est adiabatique el 
reversible, et done isenrropique l 


s(i^P z ) = f(/ M P ( ) (3) 

Ics. donnfes nous pcrmcttcnl de connaitre a( f v P,) =■ 0,565 kj 1 kg' 1 ■ If 


et j(U- Pj) = 0,552 kj * kg" 1 - If avec t x - m *C. 

Faisons alors I'liypothhc que sufKsammcnt proche de I] pour que fort pwiat 
corsidencr que la capacity ihrrmjque C p du ga?. est conslante {el 6pie a 
Q = 0,879 k| ■ kg -1 ■ K" 1 ) sue I'intervalle de temperatures fr, t ], Dts lors, en assb 
milant b vapeur a an gai parfau : 


As - C ? lr 
L> oli d 5 li pres (31 : T> = T > exp j 


(Uj = 

»« B p ; )i 

f 
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Exencice <m 


Ce £]ui etait Evident puisque AH(3 -*4 -* i) « iH(3 — r 4) + dH(4 i 1 ), 

0 " 

Application numirujue ; 

Q = 1 57 - 61 » 96 VI -kg 1 x = 0,63. 

On a W + Q + (-Q*) = fi Ct t)ui «l biert entendiiCOflfcrine a — 0. 


2. Four cc nouveau cycle, seuts les frats 3 cl 4 
son! modilids, Tl cn r&ultcqucW garde la mime 
vjkur. 

Q jam A Q\ il vaut desamwis : 

Q' = -0i\ -h 2 ) - fr v (/;,P,)-A l tr.pj, 
D'ou : W - 25,4 kj kg 1 

Q' - IS2 - 39 Q' = 143 kj kg" 1 . 

Soil line efticaeite tj = — - =? i\ - 5,6, 

W 25,4 



few Moteur Diesel 


Urt moteur i combustion interne du type Diesel foncticmne selon ie prindpe idealise 
smvarst : 


- i er temps l soupape d P ad mission oyverte,, soyppt d'lehappemejrt fenmfee, de lair 
est admis dans le cytindre dans Les conditions dt temperature et de pression t, §t ? r 
Le ralume maximal du cylindne est V r 

- 2* temps i sou papes farmfes, fair est com prim# iseritropiquemont do i'Mat 
(Ti* Vj) 3 L'ttat (T z . P z , Vj). 

- p temps : sou papes formees, le combustible est introdhiit, ct qui produit une com* 
bustion isobare jusqu'a tin volume Vg (etal TJ , Vjj, , P^) sutvie d r une ddtente isen- 
tropique jusqu'a I'etat (T,. r V 3 , Pj), 

- 4* temps : soupape d'admission fermle, la soupape d'^ehappement s'ouwe, ce quri pn>- 
voque une brusque chute de pression {T Jf P a ) -> fT v P 3 >* ie piston restart! immobile. 
Puis tes qaz sont ^vacues. 

Pour plus de simplicity on considered un seul cylindne dont le volume offer! varie 
entire les valeurs Vt ©t V 2 , On donne : 

* la tylirtdtee : V t -V ? = 1 769 em s ; 


V 

* le rapport volumetrique :« = --* £3 ; 

y i 


* ta consommatitin c = 5,2 litres aux 1® km a vitesse stabilisfee V st 
{eorrespemdant a 4 600 tours par minute) j 


120 km - h- 1 


W) 
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* le carburant du gazole de masse volumique [i = 80S' kg ■ nr 3 et de pouvoir 

tbermique K = 45 kJ ■ - ; 

* on pnsndra P 3 = iO 5 Pa, et on n#gligera les variations de composition diimtqut 
dy fluidt que Ton assimile a tin gas pirfait avsc y = 1„4, 


V 

1. On note fi = — Le rapport de detente, Exprimer le rendement tbeorique r\ du 

V 2 

motiur Diestl m function dts temperatures. T v l it TJ et T 3 , puis en Function dts 
coefficients a, p et y. 

2. Dormer ["expression definissant le rapport de detente P en function du rapport 

vQlum&trique oc du 0061100011 et de La quantile Q representant I'etierajte 

p t v ] 

therm iquc degagee par La combustion pour un cycle. En dertuine les va Leons numeri- 
tpes de Oh p et f\. 

Determiner La puissance du moteur dans les conditions pr#ds4es par cetbe 4tude. 


a 1. de ^u ? il f g&voj’r 

■ Premier principe, 

4 Machines ihermiques. 

* Lol de Laplace, 

Ml. Ce faut doMpreft efre 

Le rendement ij d» raolcar csl dltini par le rapport du travail W produit a l h energie 
thermique Q resultant de La combustion (W et Q $ont calculus, pour un cycle). 

Q eat assort# & one transformation isobare et s’identifie done k AH* 

Pour determiner p, il faui conn&iire Vi. 

Solution 


1* Considdrons Le systtme form# par la masse de 
fluid? derrivant le cycle ABCD : 

* compression isentropique AB ; 

■ combustion isobare BC qui fnurnil I^ntrpe 
thermique Q (celte phase constitue r#qulvalent 
de h source chaude) ; 

' detente isentropique CD % 

■ transformation isochore DA, Le fluids libtinuit 
3’#nergLe thermique Q" {pendant cette phase,, le 
piston reste Immobile et ne devetoppe done 
aucun travail). 
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v. v; v. a 

Mims avons r 3 — - ■ c — soil : 

V J * ! ' 2 P 


a-T{] -r 1 } 
ya -1 ( 1 - r] 


_ > (f-- I) 

" ya*- 1 '{r- 1 ) 

p^T^v~ 


2. Q - »C p (Tj -TjJ avee -i-L = ™ soil v; ^ 

D’autre part, Ic iiombre de molts dc fluidc (cssentidlemeni tie l‘s)Lr...) est donn* par 
( P>Vj P,Vi 

la relation des gaz parfaits : it - ^ s - 

Or rtC T, = = — ^— ^RT, = 

pi ^Y-U y - 1 1 Y - 1 


1+ Izil_3_ 

T TiP,V, 




Calculous alors l'eneigie ihcxmiquc produitc par la combustion, Une (onsonunation 
de c litres d’cssrnce pour 100 km associ&r i dnc vitcsx stabilises de V a kra par hours 
correspond 4 1' utilisation d’une masse m < I' essence par seconds d^finie par : 


17 lo-a] 

f L " - J 

maw wnlunniqHf I Vrtlkilth 


( I0> car 1 L = 10--’ m*}. 


wtJkim* d'tsstaef par Hcondf 


Le inoteur effect uant N Y tours par setonde fsoit N = 60N' tours par minute), la 
dun-re d’un cycle cst de Af - -^p (2 lours par cycle). 

Soil une masse n\ d'essence pour um cycle telle que : 

. 2 V s[ jo' 

m 3T555 

L^nergie Lhcrmique par la combustion dev Lent (K representant le pauvoir 

2x60 to -5 

thermique du carburant) : Q - K«t c Q - K — |JcV M ■ 

J (HW 

Application runnfriijut ? ; K ■ 45 ■ 10 3 k| ■ kg"C 
% - « s Q m U63k) - 


■ P,V, = 10 % avec 


|V, - V, = 1 769 cm-' 


vi = i3 


v L = 1 m cm 3 


P.v, = tssj + 


Cbapitre 6 - fheffliodynarriittue 
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Exercice w 


» = fT'* palw 

Ikn.icmcru chconquc : n = 1 


r\ = OM. 


m 


* La puissance thcoriquc cs! rcliit I la consummation thcrmique par seconds f-gj ) 


par la relation if m 
Or 


,^{|tW) = 0,63 x 45 ■ 10* x £00 x 5,2 x U x 


V* 

10 
10 -* 
3 600 


^ = Km= KuC So.it ? = t\Km 

^ £00 3 600 


if m 42 kW„ 


Commentam's 


po 


♦ ( jornmcle moteur i explosion du type « Beau de Rochas », le moteur Diesel est tan moteur 
a combust iun interne. Mats 1’atLumxge est r&disi par unc compimion elevte de fair sent. 
Llnjertion du fartx.tra.nt te le cyli»dr« ddbute done J la tan de eette phase decompression 
ct assure unc combustion (temperature iln<e de fair) qui s’ehfoctue a peu prfe 4 press ion 
aiiutinlc. S3 permet rutilisalion de sous products du rafEnagedu petiole et le taux de com* 

V 

pnc 55 Lon <£ = — prat etre plus ck've que dans un moteur I explosion £ tl n'y a pas die risque 

. 

de prt alia mage, 

■ Le reiulemeiu tMorique asswid an cycle diesel peut encore s^trire ; 

I (r<- P, . v j .. f 

y^ lTTlJ •* vT"" '■ 

lx rendenient - I ydunnf ct rapport ™Sum^triqEie£t fixd - augmente kjrsqucrd.im.imae. 

Ik plus, pour comparer « rendement 1 cdui if|' - l — d*un moteur 6 explosion:, on 

ge t " ( 

pour ra it rerttarquer que >1 = 3 — Rr,yK oit F(r, y) = — — -r > I. Ceci laiswrait 

or - 1 yi T - \ ) 

4 penser quae TJ, < T) * \ cependaatt 13 fa ul rioter C|uc le rapport vulumttriquc pour un moteur 
Diesel esc sujujrieur j celui du moteur 4 explosion (typiquement de tWw de 22 at* lieu de 
9), <e qui impliqiw un rendement en general suptfrieur I celui du moteur i illnmigt 
ccinrii, utile. J 


*1 = 1 - 


<§i Moteur avec sources a temperatures variables 

Un moteur thenntqtse fonctionne a parti r de deux « sources » d r #nergie thermi-que,, de 
meme capadte therroi£|ue C et (tout Les temperatures initiates sont T 5(0 et T Ee favec 
J 20 > T 10 ). On nctera W f le travail fourni I I'extineur, 

1, Determiner Les valeurs mi m male et maxi male de %, 
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2. Odm roer ('expression reliant Le travail fourni 4 la creation totals d'errtifopig £, Quelle 

e st la valeur maxi male de T ? 

3, 3,. Difirnr le fsmdfmgtU q d'un tel mateur, Mcmtrer que I'on a t| — „ =e t] =£ 
tt prldser les valeu rs extr£ males dt r| en fonction de T 10 et T M . 

Caieuler sea vateurs pour T 1& = 100 K et T ie = 400 K. 

b* On suppose que $yr tin cycle elementaife, Les vaneiigrts des temperatures T t et Tj 
dei deux « icuiroes » restent tri-s faitles, On note ri^Tg, T s ) le rends mentd'un cycle 
cte Carnot nwteur travaillapt m des sources ihemnqsies de temperatures constantes 
Agates 4 1\ et T^, Quel hem peut-on feire entre i\ mm et T| t tTj) ? 


-I Solution 


1. La machine doit found ir du travail k lYxkrieur On a done W f > 0, et 3a valeur 3a 
phis petite de W f ert evidem merit zero, 

• La valeur maximal doit correspond!* au cas de la n£ver$ibilito (pas de creation 
d'entropl*), Darts ccs conditions,, le premier et ie second principe donnent (pour un 
cycle iltmentalre) : 


(-5W f ) + 5Q 3 + 5Q„ = 5L' = 0 (I) 


SS = 0 = 


5Qj SQj 
Tj * T, 


+ 0 

t 


Scf = n 


il) 


SU = 0 et 5S = 0 car le fluids d^crit un cycle ausein 
de la machine; d 'autre part, la rtversibilito impliqnc 
So ! = O, 

Appliquom le premier principe aux deux corps dont 
I'^tat ne depend que de la temperature : 

dU L - -SQ, = CdT[ et dll, - CdT 2 = -&Q 2 , 

La machine fonctionnanr en moteur thermiquCpOn doit 
avoir oQ, > 0 (de 1’energk thermique est prflcvtfc 4 la 
* source » chaude) et &Q | < 0 (delYnergic thermique 
est restitute a la * source » froidc). %r voit done sa tcmptruturt dimirtUttf 
(6Qj > 0 =i dTj < 0) et 'Y, augmenrer (SQ, < O^dT, > 0). Les processus 
d'ichange frierg£th|e* ceseeront d*S que les temperatures de Y, et % seront ggales 
(soil T, cc-uc temperature). Dis lors : 

Q || = -C(T f -T lfl ) et Q-. - -C(T f -T Jfl J. 

Sole cn integrant la relation U) : 



W f = Q, + Q z => Wf - C(T l0 + T ; ,j) - 2CT f O) 


0 refle a determiner Tf « qui peut se fairs 4 I aide de (2) qui sYerit : 



dT. dT, . 

=■ (j ^ — 3-S + = 0 

1 l 1 ii 


(4) 
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„ . c'l'f d r, f T r dT> 

Soil entire — + -=- ■ 0. 

Jt * T, Jt., T t 

»V.i* In(^) ♦ !■/“) -0=>T,. 

KeporrM celte expression de la temperature finale dans (‘expression (3) du travail, 
nous obtenom : 

<w,)„ = jc[(i!^)-/tvr„]. 

Dbu : 

(Wr)„„= = O/ffo/Q 1 . 

Lintcrvallc dcs raleurs possibles du travail fourni est alors : 


sw,sc[/f7 0 -/f^] J 


2 . On se place main tenant dans un cas oil la machine ne fonciionne pas dt fa ton rever- 
sible. L‘ expression du second print'ipc prend afors, la forme : 

SQ a SQ, _ 

0 s + — - + 5c ( Sc > o : creation d enlropie pour tin cyde). 

T i m 

Soit-, jvcc oQ, = - CdT, et 5 Qj e* -CdT a : 

dT E dT, * 

C— i + C— ^ = So, 

s i 1 i 

lntegronacetle equation entreiYtat initial (T,^ T^} et Tetat final (T f \ Tf) ; 

C p ^ + c| T ' = [ So = I {par definition ), 


Tf * /VVxp(^' 


ta, fe) +, "(£)-i 

Le travail fourni par le mot cur thermique devient : 

w, - acT f0 +T M )-2T;i (expression dquivalente i (31). 


Soil 


Wf - c[(T lt + Tjj) - 2 /f^exp^. 'J 


La valeur tnaximale de la creation d’entnopie £ doit corresponds an ca$ limit? ob 
aucun travail ifiest fourni & Textfrinu (W f = 0). 


Soil 


= 20 in 


T to* T rc 

LVTjToJ 


on retrauve bien qpcW r c$i maximal pour J, = t) (puisque £ 3= 0 ) ce <|ui correspond 
au cas de la reversibility 


CQPvriqhtei 


aterial 
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Application numdritfite : 

J'Tfkn 

n nui = 1 -J™ - Q.U) => 0 * 1 ^ 0 . 13 . 

3 * b, Hjevcnons dii cas d’une ivol Litton reversible { r] = 11 l1iitv >- Les temperatures des 
deux: v sources * evoluert selor ; 

T |Tj = T | & T i(> ( cf. equation f 4 ) . i nte gr#e entre les etats [ T , 0 . TjJ et [ T t , T ;r ] ) . 
On suppose que stir un cycle elemental re. les variations des temperatures T, et T 2 sont 
sufWmmcni feibtes pour que Ton puisse laimikr Je nendement du moleur therm i- 
que iL celui d’une machine dt Carnot. On a done ; 

„ ,v h , , ^ 60^20 

Pour definir le rendement global, nous kriwia : 

w t = | hw f = | ^(TjjSQj, avec m 2 = ~CJI 2 . 

D‘(w W r - = -cj T ' ct Q 2 = -C (' dTj ou T f - / 

■ rT 3 1 Jl "» 

w, i i r '% 0 : t.fr ! 

Finalement = — = ¥ 

k“‘ 

Lc- rendement global s'itiqntific a la valcur rmoyenne du rendement de Carnot f| j:t,} 
sur I mleri'ulle |T 20 , T,-= /f, D T iB ] : t\ = <t] l (T } )> 


Finalement 


n raas = = 


] lest done « bien * inferieur A TC(T J0 ) m I - — ■ - 0,25. 

T 3l> 


Refrigerateur et pompe a chaleur imparfaits 


1. Lefficadte e d'un refrigerateur non parfalt priori la forme e “ ^ 1 -■ (source 

ebaurte T Jr source fnoide 1 t ). 

* Danner, i faide d'arguiroents simples, le domaine des valours possibles du coeffi- 
cient k. On pourra comparer cette efficarite a L'effieatfbi tbiorique d'lin rifrigirateur 
parfalt fonctionnant entre cos mimes temperatures. 

* Calender en fo notion de k r et T ? la valeur de la creation (fentropk pour urn uniti 
de travail electrique fourni. 
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Remarqtions que W, Q et e sonl definis posh its 
dc tclk sorlc que *T 2 > T r Ccci imptiqw pur 
aiikurs k ^ l, k creation d'eMropie O’ etant 
cllc-mcnie positive. 

La creation dkntropie varie done cnrrcla valcur 
minimal 0 ,, =■ 0 (fas de La reversibility ef 
W 

la valeur maxnmle C,. M1 = — (Q = C). 

T, 

* Cfttnparons enfin les variations d'entropie des sources : 

- I’cnrropie « erlevw » & la source frotde c$t AS, - ^ {AS, > 0) ; 

• i 

. Q' 

- I’entropie n restitute * a La source chaude est AS, = ™ (AS 2 > 0). 

Q _ Q _ i _ i 
W Q'-Q ~ Q' „ .T, 


Or 


t- 1 




O' 


On a done : 4- ™ k— , soil encore 4- = Jfc— 1 


Q' 


T, 


T , 


le coefficient k represente le rapport entre l'entropte fount Le A la source chaude et 
1'cntropic prekvee a la source froidc 


AS, 
” AS, 


Dans le fits de k reversibility it vient AS, * AS 2 ^ (T ^ “ 1- Pour une 

transformation irreversible, nous aurions : AS, - AS, 4 0 = 0, 

Soil AS, > AS, (o > Q), el k > I . 

Paris iaCnntigurai ion Limiltou AS| -*0, Jfc — r 4 m el cr =4 ASj awe AS, = = 

[puisque Q = 0 et W 4 0- 0' = 0 ), 


Commetitaircs 


I * Pour le rtir igtaKur non parfatt, l‘«tpnessk>it # = 1 pew ^interpreter comme 

* I i - J a 

L'elJicacKe d h une machine frigoriAque parkite qui fcmetiannerait avec h mtme source 
fmi.de (T,) et une source chaude dc imipiralurc Tj ■ fcT 2 plus devie (ife > I), « qui 
impLU]ue JuU>malLqucmcut une mains bonne cfTiCacil^. 

■ l)W iulrc nu nitre , on petti 5 i mt£nes&er, dans le cas die la machine fri^o-rifique, aiuc ener- 
nies iliermique prises 4 la source troide- poarunlriytil italrique donniW - dans le as 
ite la i£ve rsihiliti C 5 de rirr^versihUit^ : 


0, 


Soil 


T, - T 


-W et Q: rr = 


fcf > - T 


-W. 


0 H 


T,-T, 


0 lt> ' JcTj-T, 


oT, 

■ XriTT7 3 1 " ”w~ 
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, / oT*\ 

D‘oi Q,, = I 

W . i 

(tAtfficsclte mini male ttt bien assodee & Q jer = 0 soit & a = O niM = — (4 W fafi),) 

t 2 mJ 

2 * La pompc £ chafeur fonctiertne sur le mtoe pfincipe que la machine frigortfique, 
la grandeur intenessan.Ee etarit mamtenant l^nergie thermique Q' fournie ^ la source 

Q‘ 

chatide, Lefficacite sera delinie par e - ™ 

Elk sera maximale pour un fonclionncmenl reversible. Quant i la valeur minimalede 
e, elle doit correspondre & unc conversion direde tie renergle eketrique W en energic 
thermique Q' (Q - 0; la pompe 4 chalcur devient un simple radiateur elect rique [)_ 
Nous auroras done l 

- I (W = Q' et Q = 0). 

- e mM pour W + Q-Q' = 0 (l tr principe) 

O O ’ 1 

0 = rr “jjjr'+O (2 e principe et reversibility (J = 0), 

I, T 2 


Soit e ™* ” W " Q'-Q 


-3 j_Ii 

Q T> 


Tj 

T>-T. 


« qui donne 


1 *= e ^ — 


P*une maniere analogue a ce qui a etc fait pour la machine fngorifique, on definira un 
coefficient t' tel que : 

entrope prelevee a la source froide _ AS, 
entropie fournte is la source chaude 

De telle sorte qu« = (^)-(^) = ( 4S .'^ « 4S i = T]) 

Uqu rcspRHMm d« I’ilTitfaciti I pu&que e - ■■ - I : 


T, 

‘-‘n 


Tj-JkT, 


Dam le cas de 3 a reversibilire, AS, =* AS 2 el it' = 1 e - r? — ^=-\ 

l Tj — 1 1 / 

Et pour urae transformation irreversible : 

AS ( -AS 2 + <j = 0 soil AS 2 > AS, et it' < L, 
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Exencice * 


A limtu- oix AS | 0 ( W = Q'), Jt f oe qui dcume id : 

1 1 

0 i' *5 J I 

- U lien entre Is creation d'cntropk 0 {pour anc incrpie etactrique donn« W) k'\ T, 
ei T, s'obiicot de U mtme fa^on que pour la machine frigorifique- 

c = ASj- AS, - AS 2 (l-0 - ^(1- n 

CY w 

Or c=± d’oiitcr = ( I 

Soil en rempla^mt e par sa vakur e 

__ 1 

W 



CcDHttKflffljre 


{inpcutegjLcn]cniinjttrr = ^ J ■ , to T| = t'T (t <equi correspondrait i J’eKficaeirt 


T, - 1 


dune pumpt a chaleur partake fanetionnanl avec une source- froide lie Temperature 


f Ti y \ 

Tf <T, (urujsicmnant utwefficadte plus taihJe e a - — < — ■ 

1 1 1 1 t,-tJ 


2. b- - Pour un (hiiu% 4 kide ifej ntdi&teurs £lectrique$i h puissance ^(trkjwe wi 

oonvcrlic dircctcmcnt en puissance therm kjue bqudltdoit com penser emetement les 
pertes. On a done : 

= >o few - 

* Pout ki pcmnpe a chaleur f 


c = — ■ — ! ■ ou & disigne la pnisftmcc ^leciriquc dc Is pompc cl $*,'(, = 10 kW 
(rntme raison qued-de&sus), D'oCj. : 


9 


n. _ _ T, 

— ** — 


fr'T, 


Nous avnns T , * 292 K da maispn art U source chaude) cr T, = 275 K (Pair osw5- 
rieur ennstitue L source ir-oide). De plus, Pimperfectioo de la pompe (Srritersibiliti 
part idle ) impose tf = O J {k T different de 1 ), d'oii : 




= 10 


292 - 0,3 X 275 
292 " 


> 


f'KMUpc 


2,5 kW 


(cc qui correspond » une cflicaciti de 4,1 -I'cRkadlc miximak pour les mimes tem- 
peratures Tj et T> etant tfgak 4 17,2...). 
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# Moteur a explosion 


On mottur a explosion fonctionne selon le * cycle de Beau de Rochas cycle idealise 
defini de la fa^an suivante : 

- l €f temps : soupape (fadmission duverte, soupape d'lcbapptment fermee., Le 
milanp (air + essence) est ad mis dans le cylindre de volume maximal V l (conditions 
T, et P,) ; 

- 2* temps : soupapes feirmees, le m&lmge est com prime isentnopiquement jusqu'i 
I'etat ( Pj. r V^. Tj) pour lequel se produit IfexplGsiori (augmentation brusque de La 
piwsicn jusqi/i PJ I volume constant le fluide passant dans (Pj r Vj, TJ) ; 

- ¥ temps : sou papes fermGes, les produits de combustion se detendent de f&fon 
isentropique,, le volume du cylindre redevenant V t (etat Py V LJ Tj) ; 

- 4* temps : ouverture de la soupape d'£chappement ee qui conduit a unt variation 
brusque de la pression sans displacement de piston ( T 3 -> P v T,) suivie de L r 6va- 
cuation des pi toTulis. 

Boor Simplifies OH prendre un seul cylindre dont Le volume offert vine errtre les valeurs 
extrSmales V t et V*. Le melange sen considi&ri de composition *c invariable » avec des 
capacity thermiques molaires C p et C* constants (ind£pendantes de I et P). On donne : 

* La eylirttfnfie : — V z - 1 124 cm 1 ; 

V, 

* Le rapport volumStrique i a - -r - 9,4; 

V 2 

* Le carburant a une masse volumique p = 720 kg ■ m~ a et son pouvoir the unique 
est K = 4S kJ ■ g -3 ; 

* consommation c = 5,9 Litres aunt SOD km A vitesse stabilise V lt = 120 km • Ir 1 
(correspondents N ■= 5 600 tours par minute). 

On prendre P ? = 10 s Pa et y = 1,35. lesgai seront considers comntt parfaits, 

1, a. Exprimer It rendament thtorique n do moteur a explosion en fenrtion notam- 
mtnt des temperatures T v T| r Tj et % puis en fcmction des coefficients a ety. Do fi- 
ner la vateur numfrique de i\ r 

b* Commenter I'i^pression de q, en Sanction des valeurs de y et du rapport volumetriique a. 
One pemsei-vaus de la med^lisation adoptfre pour le cycle ? 

2. Determiner la puissance theorique & dllivrie par le moteur. On expel mera cetfce 
puissance en fonctaon de c, V st , K, \i et j\. 

Application num^rique, 

3* D4ftnir complement T&tat du fluide en cheque point caract#ristiqye du cycle en 
predsant les vateurs des temperatures 1 2 > Tj et Tj et des pressions P^, PJ et Pj 
sadiant quo T,, * 350 It 


Chapitre § - 
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jrial 
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l*b* 

Commentaire 


]js Tnoteur * explosion «st un motsuri combust jon interne {coirmicle moteur Diesd) pour 
lequcl I'allumage { pruvoquc par un?£tinc%lle ■ bougie ^ktlrique) engcndreim fort accpois- 
sement de pressiou : dans Eetytle thiuriquc* la combustion «t conadtr^e comrttc iustanla- 
ndes'efTectuant & volume fixe (dans te moteur Diesel, le combustible s'enflamme I pieuion 
constant la rjactiati taut pjovoqtifc' pr I'idiaulftnicnt de fair aecompagrumt uw forte 
comprflsion). 


- Le rendemeni Ihtoriquc du eyde assotii nc depend qec deyd du rapport volumt- 
V, 

tnque Qt = — ■ 


On peut comic^rcr que pour Ic melange, y cst compris enire l« valours U cl 1,4 (la 
valour 7 = 1,411) nest valablc quo pour les gaz parfeits diatom iquesh Donnons quel- 
quo vale ur$ de re rtndement {thermiquc) ihtorlque pour diffifrentes valcurt de rr : 



« 

9 

10 

1,3 

0,46 

0,48 

0,50 

1,4 

0,56 

0,58 

0,60 


I 

ni'-i 


On constate quune valeur pins fallible de y abalsse cede du rendement the unique. 
D'autre part, ee rendement est une fonction croissants du rapport volumetrique £t (a 
7 fijed’j . Cependant, un taux de compression trop elev£ du melange pourrait provoquer 
une detonation (phenomene de cllquetis associe a la disintegration de certains hydro- 
carbures), voire un allumage primaturi, On mesure ta resistance a la detonation d'un 
carburant par son indict d octane, .. On aitcint les valours dc a de I’ordre dc 9 i 10 
dans ie$ moteun actuel* iTautomoMe avtsc sin carburam dludice d'ocLtne 9fl. 


* Soulignons que ]e diagramme propose nc repnisente qu'une idealisation du cycle du 
mot cur a quatre temps. 
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- Les compression et dftenif ne soot pas. istntiiopi(|u(i (te$ pamis du cyllndrt ofedenl 
de I anergic ihermique au melange pendanl la phase decompression el tn r*;oivml de 
la part ties gaa de combustion pendant la phase de detente l ced a pour eflfet de dimi- 
nuer les performances du moreur). 

- I .a combustion n>st pas btsianiartie et ne $e fait pas evactemenl & volume constant 
(on realise one avarice i t'alhimage, c’esl-i-dirt qwe I’ftmcdle «t produitt avant que 
le piston a'alteigne son point haul, afitt dobtenir une combustion complete et une -ele- 
vation tie pression iuisi if levee que possible). 

- Lc function nement theoriqucdcs soupape&impliquerait un travail retype re pendant 
la phase d admission compensant cxactcmcnt cdui utilise pour fvacuer les gait broils 
(trajcts [ — t A ct A -* 1 ]. En rdnlitdf, IWvcrlurt et la fcrmcturc dcs toupapcfi n ont 
pas lieu csactcment lorsque It piston atleint scs niveau* haul: ct bus, Dc plus* il s^tablit 
unc depression pendant ladmission, et one suppression pendant I’cchappc merit, la 
boucle corrcspcmdante I INALI) repnfsentant alors unc perte dc travail utile. 


2„ ka puissance tbconqut dMopp6; par lc motcur, dans les conditions de l^nonrt, 
pent etre calculec a partir du travail AW pendant une duree At. Il lui correspond une 
iriiTgic thcrrflique AQ pnxkiiEr pi r Ei COml>USliOn. 

V e & W , „ 

Nous avons ; .r - — - am n ” ttz ' 

At AQ 


Soit 



On pendant At, le moteur absorb? une masse Am de carburant telle que : 


Aor = p— Af 
At 


(p masse vulumique : Av : volume). 


Le moteur consomme c - 10"' m 3 tousles 100 km & vitesse stabilises V w (km ■ h" 1 ). 
Pendant lc temps At (en beams), le vghicuk paroowt It distance d ■ V M • At (d m 
km) ct consomme done un volume Av {en m.-') de carburant tel que : 

, , V tl ■ At 

AvfmQ = c ■ JO"' X -*^p 

Av . VJlm h-') 

Ll’od g( m ' h i ) = t’( L > ■ 10-* *\ m ■ 

Soit encore — = 11 ^ m-' - sr 1 

At 3 600 


c( Ap?? = 


J°± f .v 

1 600 11 


p ■ At, 


K d&lgnant le pouvolr therm ique du carburant, il vienl : AQ = K Am, 


Doi 


lrt Jm 
,# = t#— 


# - 


10" 

3 600 


* ■¥« m-k n 


fieri 


Dans cettc relation, cost en lit res/ 1 00 km h V H en km ’ h -l >p en kg ■ m" 3 et Ken kj r kg : s 
;# s’ejtprime alors. en kW. 




Application Muttirique : 

& = — x 5,9 x l.if 1 , l — ) x 720 x I0> 

3 600 ^ (9,4)^/ 

DU K[l = 4&x 720 x lQ*kJ=>i? - 37 kW. 

1* * Pour l'isc ntropiquc A — *■ IKJui avi&fis- T\ =■ Tja 7 ' 1 , 

LVoti T t = 350 X(9 1 4) KI ^=>T J = 767 K. 

D’auin-part, P 2 vJ = P,vJ el P 2 = P,ra?=?P, - 20,6 10 s Pa. 

* Pour L'iiOdhore B C : 

Q « «C,{T;-T,) avcc Q - ?(Ar>^ to (A0 w „ - 2-“- 

Un cycle correspond w effrt k deux tours de 3’arbre du moteurqui effectue N tours par 
minute. 


Commentaire 


| Cheque tour du vildbnsquin tti associi & deux courses du piston (une dans cheque sen*.). 
Aiitiij pour un mot-eur 4 quatr? temps, te cycle thermodvrumiique esl d 6 frit pendant dtUX 
tours du vilefarequin (ct done de 1'arbrc du mcneur), ce qui correspond ssi queue courses du 
pastern Uf, figure ci-dessoui] : 

tt' 


L, 


5A 


SE 




arbre 



wm 


ffi 


Wm 


8 


.7^ 


vr v K3 

fin cEaspiraiicm fin de compression Jin decUtente fin d‘&ltappcmeni 
B r bit lie ; V : viletrtqu in ; 

SA . soupape d’admission i SSi : wupape d ccli.ippemeiU ; 

P : piston ; 

B' : bougie. 

Le travail n’est prtiduil que pendant un quart de cycle, il est done n<ccssaire d’assurer un 
mourenient t^iulierdu piston cequi cst rdaiist plus fac dement en associant plusieuretyLin- 
dlH (4, 6, fl-r.) sue un rtiinic vtlcbrequin de forme apprOpxiee. .. J 

D ™ «c C.-^. 


D'autre part n — 


P. V 1 

RT, 


scut : TJ - 4 iy - 1 }T S 


y ■ 60 ■ 2 

n ■ M\V, 


r: = 2 185 K. 


V, sc determine & I’aide du rapport volumdriquc act de la cylindn^e 
V.-V, ^ 1 124 cm' <t Jr 1 = 5,4 => V. = 1 258 cm'. 
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Exercice «o * 


p' V 

IS Siui correspond une presion P* telle que zr, = ^ P; = 5&J 10 51 Pa. 

1 1 1 2 

* Pour risenrropiquc C —* D n it vieni {if. A — ) B ) : 

T' = T^-i, soli T, = Tj« 0 -'f et t 3 = mi K. 

I\V;' = PjvJ.soit P, = PjOt-T er P 3 - 235 10 s Pa. 


# Refrigerateur a absorption 

On tail rea laser des refirtgerateurs - dits «. i absorption » - qui ne necessitent pas de 
moleut (tom me source de travail m^canique,. Ils. eictraient une §nergie thermique 
Q t de la source ffoide It ia temperature T t (effet frigorifique) et re^oivent une #nergie 
tberraique Q a d'une source auxiliaire i T*. Ils Idiingert £|a!ement de Lenergie ther- 
unique ivtc lair am Wart a T ? (J i > T f > Tj, 

1* Montrer qu r un tel appareil est thermodyoamiquemerit possible si une condition sur 
Qj, Oj et les temperatures est rialisie, 

2. Oefinir I'efficadti ds ce type de refrigeratewr, tt montrer qu# -celle-d rest® infe- 
rieure I une valeur qua ['on exprimera en function des seules temperatures. 

Application mimerique ■ Tj = 265 K ; T 3 = iOD K ; Tj = 400 K, 

3. Comparer avec I'effieacitf cfun rfrFrig&rateur dassique fonctionnant avec deux 
sources, the mii goes {T t et T : ). 

9 SoJuU^Ji 

1. N'otu-ns - pour no temps de fonetionoement doniul : 

Q , la quantity d’fcnergie thermique reque de Ea source auxiliaire a la temperature Tj. ( Q a 
cst une quantile ptMiirt) 

Q l la quantile d’encr^ic thcTmiquc repie de la source firoide 4 la temperature T, (Q, 
qua tithe |Ksshive} l 

Qj la quantity d’^nergle thermique * prtle^e * 4 Pair ambiant a T, (Qj de tigne 
in con no au depart... ) H 

I j machine ayant par hypotheses un fonctionnement eyd tque, le premier prtridpe 
Impose : 

AU tnJc - 0 ^>Q,+Qj + Q 3 = 0 Car W = 0. 
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Qj cl Q 3 etam positives, il vient r 

Qi - “Q ( -Qj< 0 . 

D’ou k schema ci-contre cks ^changes 
d'lnergje du fluEdc 4voLuant dans la 
machine. 

D'aprfcs le second principe applique au 
system® { machine + sources} : 

+■ 

L’egalile correspond au cas des evolutions r frersibles. 

^ AS m*l>irw n 0 ( c ^) * + + 36 0 

toit, cn diminant |Q,| = — Q ; ; 

H 3 i> Qi + Qs^„ 

1 " — " + — — — + — -=— P u 
T, T, T ; 



Q| (t : T,) +Qj1 (tj fj*° 


Ic second ter me de cettc soimnc esf 


posit if | Tj 


> T* enframe 


=-<=-]■ maislepre- 

1 J *■!* 


micr terme est n^lif (T, < T 2 ,,„): pour que Ic rdsultat soir effect heme rtf positif, il 
suffitque La quantity d^oergie thermique apportfe au iluide (tepuis la source auxiliaiiv 
soil suffi&amment grande.. 

Emprimf mtremcnr, il faut, pour cnlcver une quantity denergie thermique Q| I la 
source fnoide, foumir depuis la source auxiliaire ure energie thermique sup&ieure I 
wne valcur minimale i 


T, T, 

Q^Qry— p Cl 

Tj"T, 

2. A parti? de ce qei prlc^dc, I'efticacird de ee type d apparcil sc d^finil de fa^on natu- 
re! te par : 



ce qui correspond bicn I la notion generate d’cfHeacilC 

quantit'd utile obtenue 
^ quantite « onereuse » fournie 

les khangu avec Pair ambiant etant comide ris comme lotalement gratuits. 
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-rial 


Exendce sso ■ 




Exertkeasi » 


in uliliianl U condition (l)*OP dblicnl pOUr 11 : 


Q, ± t_ 

T, T, 


soil 


1\*£. 


r 2 ) 

T,,(Tj -T,) 


Op vcrilic nature] Lament que l h efticacit£ maxi male correspond au fonctionnement 
reversible, 

Application nuntfrique : 

Avtc Se$ vaJcdrs dountes, 


n* ]>9 


3 - Oomparyns a-tte efficacit* i cede d’un refrigirateur elusive fwictionmnt enrrt 
une source froitie i b temperature T ( ei une source ehaud* A la temperalute Tj 
T, 

fl ^ T ' 


«Hl 'Cl 


y *7,37 


Dans le cu de irausformaltcms reve»ibb> tj * jy — 1 ■■ [ I — — -'1 ■ y - ( I - == |. 

Tj-T|\ TV \ V 

pour loule vabur dc T , ( que I on a inters j prendre k 


n <n 


Dorn: a T ( ei T i Ikes* 
plus elev^e possible], 

Commentairc 

]. h emplni d'un tel r*frLg$meur k jusrific qusnrf on ns dispose pas de source de travaj] W 
(pas d’ali mentation elect rique) cm Inrsqu'un recherche un fanetionnement pttrfajtemem 
silencieux (pas besom de moieur). 


Centrals electrique nucleaire 

Une oetitrale nuritaire produitde I'-ilectricit^ par ITntertftMiate d'un alternateur cou- 
ple aux turbines a vape-ur J x et l r Le fluids caLoperteuf est As 1'eau. A la sortie des 
turbines, l J eau se rtfroidit dans Le condenseur ([^change d'£nergie thermique peut se 
fa ire av«e I'eau pompfc* dans tin* riviSre). 
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Exercice 


I 





1 Solution 

1, La capgcilc [hermiquc ftjinl prise cfmslante, (in aura t 

fc E -0 ^ Cj(T e -T 0 ); A f -0 = C L (T F -T 0 ) 

H-« - C,ln^) d j,-0 = QbfllJ. 

Soil - 1 200 kj ■ kg 1 ;. s F = 3,0 kj kg 1 K' 1 , 
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11 La transformation C — * D est isenlropique (s D - i c ) awe P D = 0,05 atm. Latent* 
pi r Jture correspondante est cede dm melange tiquide-vapeur k h m#me prnsion. Eller 
cst done fournie par I'isothenne 0 * J5 "C qui arrive au point D' intersection de 
I’LSobare P * 0,05 atm el de risotitre x - 1 { irapr6cf &ion sur & D ). D ! oii : 

P p = 0*0$ aim; Oq - J5 *C? - 0,025, 

h u = 2 137 k| ■ kg" 1 ; el s D = 6,99 kj • K"> • kg~ s . 



- L elai E est earaeted.se par (transformation U E isabsire et botherme) : 
P E - P D - 0,03 atm ; 0 E = 0 D - 35X; x t = 0, et: 
h t = S,l s <55 - 0) (4 14 => h R = ] 46 kj kg- 1 . 

[4 1) =*H. = 0*50 k| ■ K-> kg 1 . 

* I.c cycle rclmuelc sur lYlat F caract^rijr par : 

P|. = P* - 70 aim ; B h = 0 A = 287 X; x f = 0 et 
lip = 4,18 (287-0) (d, 14 => ftp = t 200 kj • kg" 1 

ip = 4JBln( ^;/ 75 ) <4 10 =>* F = 3,0 kj kg" 1 K-l. 

Repri'seniorui ce cycle dans le diagram me de M oilier : 
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* Tableau des vaicure P, T, x, h et s (arrondies) : 



P(atm) 

8 (X) 

X 

A{kJ- kg" 1 ) 

f (kf ’ K-" ■ kg;") 

A 

70 

287 

1 

2 770 

5,8 

II 

10 

ISO 

0,83 

2 430 

5,8 

C 

10 

270 

1 

2 980 

7,0 

i 

D 

Q P 05 

35 

0,825 

2 140 

7,0 

E 

0,03 

35 

0 

146 

0,5 

F 

70 

287 

0 

1 200 

3,0 


3* La transformation F — * A est associee a 
une vaporisation totale du liquide a V et T 
const antes, d'ou : Q FA - h A - (segment 
AF du diagramme de Mol lie r). 

De mime Q Dt = et 0, K . = h ( -~h [v 

L 3 application minterique dorme : 

Q iA = (2 766 - I 200) => Q ¥A » 1 570 kf ■ kg 1 
(V = (2 980 - 2 430) ^ Q bC # 330 kj ■ kg" 1 
Qpt. - (146-2 137) ^ Q 0E #-l 990 bj - kg-', 

De plus, Q w = C L E.e F: -8 £ ) = 4,18(287-35) =* Q EF = I 053 kj • kgX 
- Lc travail W t (burnt par la centrale, ct rapporte a ('unite dc masse du fluide, s'obtient 
par application du premier principe. Soil pour an cycle : 

<-W|] + Q a s + Q(«: + Qcd * Qpst + Qtr * Qka * 0 
et avec Q A[i - Q, TJ| - 0 (transformations adiabliqucs) i 

- Qbc + Q Dt +■ Qep + Q-m’ 

Apphciukm numerique ; 

W, = I! E78^ W p = I lS0kJ >kg~ 8 * 

* LVncrgie (hermique Q, fburnie par la source chaude (circuit deau primatre passant 
dans (e cceur du reactenr de ia centrale) permet de rcaliscr la transformation 
E-»Fn»Aet assure la surchaufFe de la vapeur entre les turbines haute et batse pres- 
sion. 

Qi = Qet + Qta+ Qdc =► Qi = 3 170 k| kg- 8 
fsorame de toutcs les energies thermiques effect ivement revues de (a source chaude), 

* Lc rendeitienl thcrmique dc la centrale cst qpit au rapport de lYnergk utile produite 
(sot! W|) sur I’^nergie « non gratuite » (IdQ,), Soil ; 

W, 

*1 = 7=T ^ n = ^ 

VI 
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4. Condddrom um turbine et la num; Lj ■.. traversant » 
cnirc Ics insi»nu f ct f + di (1c regime itant station nairc Ja 
mime masse Sm ent« (i 501*1 entre c« deux iimurtts)« 

Consitferons alors le system? fiermf const ilul, k t,.par le fluide 
comer u dans to turbine (fnergie interne U T ) et la masse 6ffl 
qui va y pfnflter entre 1 el l + dl (conditions h fl a e> 

A 1 + Jr, cc sYstcme correspond au fluide content dans la 
turbine (Inergic interne U r -r regime stationnairc) et a la 
masse 5«r sonant dc ta machine (conditions It,, «, et i,...), 

Designons par SW jWiM le travail lourni par te resie du flwide en arooitl et 6W |(1|j | te 
travail correapandanl en aval, 

Le premier principe applique au sjsfeme consider? (et en rtggligeant Ee& Energies cine» 
tiques ou leurs variations) donne : 

dU = (U T +^wl-(U T 4« ( 5ffl) - i-SWJ + 5W amnitt + SW i¥j + SQ. 
ijtiirbineesl adiabatiqweet done 5Q = 0 N dou ; 

uj = (-BWJ + aw^ + SW^,, 

Or 8W.» - Pc6V c avec &V t = { v. i: ] f .8wr (v m = volume massique 1, 
DeraiJiie = -F^V, awe 6v t * t>„, \5m. 

Soil en regjoupant les termes : 

M(^+iyo*>“( = (-ewj 


5 W U 



et 



Poor un interval Ic de temps df, nows an irons : 


d( 


M = -^7 = -P,, 


8 ppi 

Tf" = ^ ni Kl ^ ^bit massique de fluide et P Ui represents la puissance utile effective- 

merit transmisei Iklternateur. 

Au total, on aura ici (turbines haute et basse pression) : 

Application numtrique : 


L> 


m 


-I 300 x [Q* 

[{ 2 430 - I 766) + (2 157-2 9«0) j ■ ID*' 


D, 


1 lOOJtg a 1 . 


Cmnmeniaire 


Cette demonstration, inspirtc de la demonstration de la detente de laule- Kelvin, doit fctre 
|/m rfzil [Mil enl asstmslee car elfe a p par-ait chm|ijc (bis que Con t : t Lid ic un ?cou3eFt'jeiiL 
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104 300J3X3 


POm MlTHGDE 

Pour utiliscr le thooremc de Gauss dans le cakul dhm champ, il faut d’ubord choliir 
unc surface pour laquelle on esl capable de cakuler le Hux qui la traverse en fonc- 
lion de la valcur <tu champ cn un point dome. 


Deux cas sont alors possibles : 

- rcas: X > ? => Q iint = pV <* B|(* >0) = 

- V cas : 0 < X < ~ => Q»" E ■ p£ 0 2X el E,(X >0) = 

2 

On remarque que 3e champ cst uni forme dune pari pour X > et damn: part pour 
* -i 2 

X < -- etqu'il yabh-nenicndiicciriiinitLt^dle E r (charge de ralewr twmc-c)- 

1 

- Rcvenons alors a la distribution propostk dans I’enonc^ et intfressons-nous tout 
d abort! aux domalnes ex(iixkur& awe distributions de charges : 


a. x s a + - : E. = et E 

2 1 2^ ’ 

e * ^ 

b. x ^ - a - - : la conclusion esi la mfme et E = 0. 


pen- 

~2t* “ 3 
4t 0 


■> -i 

E = 0 




e p pe-* r* pe 

= -£r 


2e "* 


d'oLi E - u* . 

*o 

Pla^ons-nous main tenant d l'inttrrieur des distributions : 

a e .. . . e p p f 

th a-- ^ x ^ a + - : E, = — Xw c - — (jc-ff)« T 

2 2 £ 0 * Eg 

Ouabien E^jc = a+^*<l et E^s = a- ~ . 

e _ e :+ pe -t r+ pX'-» 

e. ^rt--^^^-a+-:E| = - J—u, et E IJ = “ _ u * 

X* - x + a, soit E [r = + 




avet tel 


d'oi, 8 «-£(*+■+ f)£- 

La aussi ks relations de passage snnt bkn verities puisque Ton a ^ 
l(„ = — 1) = 0 et = = 



Partsg 2 - Physique HPSI 


Copyrighted material 



dV 

’ La function potentiel s’w d£duii ai^m«it| k partlr de la relation. — = -E(x). 

-* — * -» _j. djf 

(E = -gradV T avtc £ - E(x) w x itnplique que V - V(.x) est fonction de la settle 
variable x.) 


ContTurntairCS 


; Noton* qu*ti ne taut pas esptar dtoerniinef une fcwutioj) V(x) telle que V -*0 quand 
x — '* ± : fcii La distribution de charges s'etemi juaqtsk Finite] (avec une density ip qui ne 

tend jpaS vers ^ru)- 

Par contrt, k fonction E(x) Irarit paiie h U fonction V(x) sera impaire, sd on kit lechou de 
V(0) - 0 .,. 

I! vienl aJors : 

+ : V( x) = Of x fchoix de V(0> = 0 ) ; 

2 2 

ii-U*Sa + -: V(jt) - - — I x - a - - \ +■ Jt : la consume Jfc sera dlterminfe 
2 2 2f 0 V 2) 

£ 

par Ja continuity du potent Lei en jc = a- - ; soil : 

ef.-i'U *_£.«*=,*. E£5 

£ q L 2. j Eij 

d'trn V(jr) - -=£-.[ Jf-n - ^ | + — ; 

2fo, V 2) £ 0 

je p? it + f ; E{x) * 0 et V(r) a const ante ■ V| ct + |. soit par continuity ' 

V[r) s et ^ potentiel reste borne 1 ii Finfini. 
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Exercice ™ 


Couronne plane chargee 


Sur le pian Oxy, on considdre time distribution de 
charges de surface, I rtpartiticn uniforms (density 
tr) r comprise entre les cereLes de centre 0 et de rayons 
a et h (b > a). 

Soit Man point de fas® 0 z peirpendicuEaire au plan de 
charges. 

I. a- On designs par Y[z) la function potomtiel don- 
rant le potentM V(M) en taut point M de L'axe Qz. 
J^ontrer que Yon a : 



V(J) = 

££q 

£n deduire l" expression du champ electrostatique £{N) sur cet axe,. On mottra qpe 
I'ort a E{z) - E(z)t^. 


fab Representor Le graph® z -4 E(z) a & fixe et pour difftlrerates valeurs de on (On 
pourra prendre a = ifj.fr avec t[ = {0 ; 0,02 ; 0,1 ; 0,2 1 , ) 


Com mentor Les tosuLtats ob tonus. 

> 

2* letnouver fexpression du champ #Lectrostatique £{W) par un caicul direct. 


i'll. Ce S’&vq ir 

* Potenriel et champ associ^s i une charge poncludle. 

* Relation pntrt potential et champ ; E — - grad V, 

* Regies de symltrie. 

>1. de cfu’ij fati^ doMpTeJi^re 

1. 9* La distribution dc charges ilant d'extersion finite 1c caicul integral du potcnrkl 
V{M ) nr pose pas de probltmcs parriculiros. 0 rcste I noier que cons Its dements du 
plan x Qy sitiks i la me me distance dc O conlribuoit de la itiftue k V(M), On va 

done decomposer Le systlmc de charges en cpynonnes djiri(ntiiin$ de rayon moycn r 

“I 

cl dc largcur dr; une simple integration fuffira, Lc caicul dc E(M) sur Paxc Oz est 

immediat en remarquanr que I’on a de fa^on generate £ = -grad V( M j avec let. pour 

+ -t ■* dV-i 

do raisons de .-vmei rie fridenres, E - El zjn soil E = — — , 

dr 

1. fa. On pourra envisages Lescis limited : 

> |z) » m . r r 

* a = 0 (disque umfonnlnvent charge de rayon fa) el |zj -» 0... 

2. Le champ resultant decant etre porte par I’axc Oz, il suffit de projetor chaque 
com ribut ion elements ire sur cel axe. 


TiqhtE 


aterial 
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1* 9 * CoiuicKroni ki charges sit wees sur U sur- 
face dimentaire diLimitrfe par tescereks tie rayon 
r cl r + dr* 

it < r < r + tf r < ft. 

Toutes tes diarges contribuent de la me me fa^on 
au pgtenliel V(M) ■ 

dVfM) n -J— ivec PM ■ ,/7^+T 1 
4lEE n PM 



et 

Wait 

et 

Sotl 


&q - c6£ - Q&Z c oijjtrdr. 
t e^Krtir 


d¥{M) = 




4 JJ* 1 


v ( M) = f f-d£= = 

Jr 1 4 z 1 *'6i:j^u 


V{z) - Jb 2 * z 1 - Ja 1 + z 2 1 
2£ 0 


U) 


Pour ie caieul du dump electrostalique en M, il suffit de remarquer que l'axe OM 
etarYt tm ajte de sym^trie de revolutions le champ E ( M ) est porte par cel axe. On pent 
ecri re en effet ; 

4 — + — > 

F.(M) — E|U I + E [X ■ perpeiYdiculaine i 1 'axe) 
et {'invariance du systeme par rotation fd'un angle arbilrairc) par rapport I law: Oz 

—t 4 

implique nicessairemenlqiie E ± = 0 . 

4 ■_* 

D’od 


E(M) = E(t)u it 


Or 


cl 


Soil 


dV 


E(M) = -gradV, soitici: E(M) = 

E(z) - J" = * --"A 

& 2£ aL A /pTP Jot ITTaJ 


Ef M ) - 15 z 

r i ii 

■+ 

u z 

ntcvij — Z\ 

-t-H i 

*■ 'jit,' 4 Z 2 Jb- 4 r- 


(2) 


1. b» Onuinsi E{z) ■ &(z)U; awee E(-z) ■ -E(?). 
Pmam E(j - £ => HU] - E J f - * 1. 

2t t- IJn^Tz- ^/F+P-l 
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Eflercice m 


On a represent d’dessous Eesgraphes de 7 — > E(z) pour une valetirdeir fatfe etpour 

difftiren tes valours du rapport f (0 ; 0,02 ; 0.1 0,2 } . 

b 



Commerttaim 


| 'Quand z «# •* (z 5 S> f - 1 }„ le systfrmc dvil se comporter upiptotiqucEiwAt aunmr une 
L-haf]gc (.Kinctuclle Q = tt{h 2 Ainsj, Ik forKtkwis V(r) «t Efjs) doivent £tre tqui- 
vilenlcs4 : 


V^rifiucis-lc ; 

d'oti 

5i>il 

3 >e mfme 
ft 


^ Ur " 4it^|z| ' 

ew -^4 


4e n 


-- 


'-=fIK-s -K-r] 

V , _ 1 

• ' «o Id 


B(i) = 


2f«ld 


hp-h) 




Si m I encore 


E(*)# 


- trn{ft ! -tf 3 )]j| -f 
4 m £ 0 z 3 ' 2 U ‘ 


Oil rtl rmivf Men Iri rcsuh.n.' .MCenduv 
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‘ Un? di.vzontinuitc du champ E apparaJt pour a ■ 0. Le syateine >e rediiii alors in MU dis- 
■:]lll unifarmimrnt charge dr rayon h. La relation f 2 j dojline dots : 


F<i) " jprd " 1 


soit 


k°n - 4? 


f(O-) 


a 


0) 


Ces t^sultais sonr sattsfaisants car ils sc confondcnt avcc ceux d'un plan infini, uniform*- 
mcnt charge avcc une den site a. En diet, pour h - 0, fixer z et faire iendre h vers l'inW 
rev lent au more qur dr fixer b rt faire tend re z vers 0 : 

Veriftona-le cn etndiant rapidcmer.t 1c champ elect postal iquc ert# park plan infini I'ct uni - 
forme), 

- Le plan *0^ esc plan de sytnftrie dfoti : 

■+ ■+ 

E(NO = sym[E(M)j (symitric prise par rap- 
port a xOyK 

-Tout plan contenant la droite [M, jq] esr plan 

i -J ^ ____ 

dc symit ric ;. E vccteur polairr appariiem k ces 
plans et done i Leur intersection. HI est airui parte 


par u,4P) = E(M}iq, 

- Lcsdcux resultats precedents Loriduisfijn a : 

+ ^ ^ -+ 
E{* > 0; = E 0 u I et E(j< 0) - -E l} « r 

- Enfin appliquons k thioreme de Gauss i 
E*BE + EqSZ = -05E 


O 


k 

-S— 






SOLt E, = 


2^ 


dfoii E(z>d) - — u et E(z < 0) = u,„ 

^ 1 2e^ 1 


2e u 

ties rdsultats snnt bien identiqueS it (». 


t 


■» 

E 

■- _ 

(M) 

M 

A 

3 

:£ 

■ Si/ 



Nr 


ti 


E(M') 


J 


POINT METHODE 

Probleme des distributions infinite dc chrtrgef : 

On pourrjit s’ftonner qtre k passage 5 la Hraite (a — * 0 et — »_+“ ) puissese faire 

sur ['expression (2) et pas sur (1), e’est-j-dire sur le champ E (M) ct pas sur k 
polentiel V ( M ) . 

En effd, pour a = 0 el c fmi h on obtient i partir de { 1) et (2) : 

llm V(z) = +-w Cpour<J>0} 
b -+ +“ 

;? o z-» 

um t - — j-rJJ T 

6 4 » 2 e a |z| 

i J onr -s'en eanvatnCnci il ^uhit de se rappeler qti'iuie expsressior du type 
V ( M ) = | J J MU n'a de seats que si le domains dc charges D est d’exten - 

sion linie, ce qui permet notaniment vl'im poser le choix du potent [el n.ul a rinfini. 


Cha pitre 7 


Ekctrornagnetisrpe 


irial 


Exerciee roi 


Exerrice to; 


[I L'sl tiuilL utile Je w rtppeki' ijU^ppiiqitcf uN lei resullJl a d*SS diSlrtbliliatii infi- 
ll Sei de charges est fn general errone : lus iiiLegiales consider^es divergent. 

jTJ/usrmriem : A z 

l i] droit inlim ujiitbrmemcait charge avec une denote llneic] ue A. : 


L’ integrate | n'cst pa&dcfinie; 


M 


•l rt£ 0 . J r ± + z i 

* V-Af CoMft, k k lump H pent £'lrt obtttUl diseitlvrtl ii \\u& dll q 

thcorCmc dc Gauss : 
hi A “> 

l - _ — - — \t L results classic] Lie) ; 

2 ICL-,/ 

■Or t = -griidV, mvcc ki V - V{ r) du fail dc In svmctrk* tie 
... , . „ * dV*+ . „ dV A 

rcvumtlim par rapporl j Oz. sent E =» - -• - r|, j ce l l ul durtne : — = - ■ — 

dr dr 2 irf 0 r 

V ( r j - — -~~]n| - | en prenjjit une origins urbitraire a Li distance r - n Ju lit. 

Oil ret ki Live bit'll ijlie le pomitiel diverge a riiiJmi.et la LmtdiLimi V 0 u finlmi 
csi id inapplicable. II diverge egiiteiiienl en r = vl ee qui esl dii j la model ivit Ion 
1 ; IlI yiu dimension irsnsversale), — * 

■+ A r +1 * PM 

■On pan verifier tjuc I'cxpression integrate £ = j — dz rcdannc 
I’expressian corrrcte du chump trlcclroslaliquc. 


et 


On 


■+ An, r + - PM ■ if, -t -i 

a F = — — I ——Lb (Mr E ( M } = EROuJ. 

hit. 


PM J 

rd; 


■+ A.H, f + ' 

E = — 4 , r “t , tJ) (PM - u. = r) 

i ^“r r~ du f z\ 

4 jle ji f , J_ w <1 + irV ' 3 [ r ) 


-nr 


el 


? = Ku ' r " v" = a -* 

■lJt£ 0 arL(l + _ 2 K^r i>T 


A* 


M 


► 

SE 




2, Calcul direct du champ E(M) r considerons ^ cct 
efTrl ]a charge Comprise entne la: cerdcs de rayrsn t 
ft r + d r Ct iiwiee i urt StiCleUr anguldire de meiLiie 

fis/ = tiSl = o(fd 8 Hdr) 
flii = ardrd0. 

— * 

Cette charge cree en M un champ clementaire SE P Cel 
que : 


fiE, 


1 6r|PM 
4 ne fl PM 3 ' 



53^ Partie 2 - Physique WPS! 


Jopy righted malerlal 


Comme i] a deji etd signals le champ rftsultant doit £tre ports par raxe Oz. Oil a done 
E(M) = Ei/ T et: 


D'ou 


BE = BE,. ■ u 


= ii 


PM ■ 1 


4ne n PM 


BE = 


ff COSCLfdfdfl 
(f *4 2 *) 


car PM 2 


figoosft 

41££ (> PM*' 

= fi + z 2 . 


Soil aprfcs yrw: migration imrnifduMc sdon J0 = 2icji 
^ _ _o_ r fc cosa rdr 

” l£ J„ 


Or 


cos a - 


2 ^K i^ + s 1 ) 
z 


l 


^ E = 


r + r 


gz [■* rdr 
itc-L (H + £ 2 ) 


i vVJ 


Pawns u = r 2 , il vient : E = — [ — 

4Eo J -j(u + j*) vj 

r _i J > 2 

wit E - — ■ -I^ir + s 1 ) 2 \ - 

4£ 0 L V 

FEnalement E(i) = _!= — =1 lu. ^comnif il « doit. 

2 e *L JvTJu * 


Demi-espace charge 

1. On con side re un plan infini xDy passedant one charge de surface uniformement 
repartie avec une densite cr. 

Determiner He champ dlectrostatique ciee de part et [fa Litre du plan. 

En deduire la fb ruction potentM associee verifiant V = 0 sur le plan. 

Dormer Les graphes reprbsentant E(jf) et V{x) r 

2. Le demi-espace x > 0 est caraeterise 
par une distribution volurnique de char- 

JT 

ges de density p{ x r y r z) - p^e 
La region x < 0 est vide de charges. 

Determiner le potentiel et le champ en 
toot point de tespace et tracer let g ra- 
phes associes. Commented 
On prendra V(Q) = D- 



Chapitre 7 - flectromagnfrtisme 



srial 


Exercice roa 



■ Con&idfcrons alors une surface de Gauss cylindrique dont les generatrices sont per- 
pend iculai res au plan yOz (le cylindre est syn^trique par rapport i ce plan). 


La premiere int^gralc e$l mille puisqn en tout pninL k -champ E csl ponk par la sur- 

Hh — + -t 

face (E ■ BE = 0). Le clump E non dcfinl en x = 0 resEe dependant hom£ et nepose 
pas de probl£mes particulars a Implication du theorem e de Gauss (par ailleurs, on 
pourrait tou jours rcvcnirala modelisation [p n e| evoquce pnkredemmeru..,). 
Surl^le champ est uniforme et vaut E{jrjl^ d’oii t 


* POINT METHODE 

C'est pa t ee que Ton a montr£ que E, ne dependant que de x, esl le m£me en to ut 
point de Z que L'on peutsortir E(x) de I’int^grale t c'est une constante vis-a-vis de 
cette integration. 

Or Q inL - oE 0 et le theoremedc Gauss s'&rir ici : 


* Quant au potcnticl V(*)* il s'obticnt facikm-ettl a partir de la relation — = -E(jc) 



Le thcorfrme de Gauss s'^crit : 



Or I = Z L U Z x U ; Z x et Z_ x out la m^me aire N rvotft Z 0 1 




£. 


Doii | t E-W = [E(X)-E(-*)1S„ - 2E(x)E„ <d’sprcs(2». 


2 E(*)E,«iaI,=»E<*) = ~ 

E 0 


Soit E ( * > 0) = et E (jc < 0) = -r^-iq. 

* e o 


o -> 



Exerdce toj » 


Exerrfce j*j «* 


d'ou avcc V(Q) - 0 : 


V{x > 0) - 


Soil en regroupant ces resuitats 



ct V(jt<Q) 




Donnunj uiw repii$enUti4rt gcaphi()ii$ d( E{a‘) ■Cl V( _v) : 



Commetttairts 

La traverses de la nappe surtadque de charges s accumpagne «Tumc duconlinuitf du diamp : 



E v 

, - -— ?r, 
itn ' 


w 




"ii 


f = — r 
2% Ti 


Cent rfiscnniinuit^ n'^l en fait qu'ime limitation liteau mwtfcte surkdqwe. 

Oil peut comevDir ce systeme comme la limite d'une pla- 
que d epaisseur e et prfsentant une charge volumique p. 

Pour b memci raisons dc sym^tric, on a E = E (*}«,., 
aver E(-x> = - 
hi avec le theoreme de Gauss : 




“ E oP* 


Si*) ” 


2C« 


D< * < |i £ 0 ( EtJe>-E<-je» = J top2je 


E(Jf) 


= fif. 


J 



2, Rcmart|uniu tout cJ’abord que la distribution de charge nt dependant que dett, lea 

plans passant pat M(x h y, :) et contenant A paralltle a i# v (cf. 1.) restent ties plans de 

-+ 

syan^trie, il en r&ulte que I’on a toujours : £ = Efx)u, le systeme restant invariant 
par translation selon Gy et O z. 


riqhtei 


terial 
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Exercice 70s 


dV 

* Le calcul du potent iet s'effectue selon - -E(jc) : 

ax 

- l^ourx < 0, le champ estunifomie el V ( jf J est une fonction affine de x, eVst-a-dire : 


p 0 fl 

V(Jf < 0) = 


en prenant V(Q) 5 = 0: 

} 


soil V (jc) = - ^ [jc + 2 ai u + C 
► FOENT METH0DE 


La constants C se determine en assurant l.i continuity du potenticl er x - 0, la dis- 
tribution de charges eiani volumique. 


D^oii V(0) = 0 = -“[2d + C] ct C ■ -2a, 
FLn.Llcment ; 




Doii Lcs graphes dormant E(jt) ct V r (jc> av« ct V 5 


<V a . 

Ua ’ 
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Commentaires 


* Dans cet extrcicf Ja distribution de charge* (end bien vers iire> quaildxierid vers +«, 

Ce rCcst 4vLdemmcnt pas une raison pour condu re qu’il en est de memc du champ tleef ros- 

tttique ' Itm Eu) - \ 8] serait element erromf die consider que l,e champ trad 

vers riio quand **4-» sous pretext*. 1 que (outes Ih distances (des chaises ia poin( an 
■+ 

r«i cslcuk P ) tenrferit vers I’infini : lesysttme (is charges est lui-mime infini. 

• On a dfabti que I ini E(x) = ^ - et E(x) =■ - En fait, ce* r&ultats ti n ie m prftri- 

sihles puisqut p (: ,rj represent * 1 la charge mink- cu menus dans nn cylindre d’«e paralliie i 
Oar ei de section de toe de surface unite, 


Q - j I = p 0 J « "dx = p«c t. 


Pour ee qui est ties points I rmfini , du edid ites x posicifs, et des. points situte en x < P, Le 
systfeme de charges sc comporte cam me une simple plaque perpendicular* I Ox et p«jf 
■JanC unc churge surfadqur o x p c ,tf (on peut regruuper In (ranches d'tpajsseur d.v M >. 

■ Chins lr Cas oil lesyj Sterne propose repnEsertferait ce qui se passe ■ localement ■ 4 la surface 
d r un conducieur en AquOibH: ^fceirnsmrique, il nous laud rail Imposer s 
lint Efx ) — 0 (ie champ est nul a I'Ln r^rieu f du conducuur) , 

S Hi- •■*■■» 

11 soffit ilu» de dfcalcr Jrs tipreSsjons des champs fublb an 2. de (a quantite ■ 

AinsCon anrait :: ff + 

i W Po*V Pa' 1 -* 

I E = a 

. I (Jt-» ■* -r- 

Soit en nntant = p D *i s* F.(jc< 0 ) = — u (' ri * — n r )_ 4 — 


RhMtet classique connu sous ie noru de lo> de Coulomb (cours de 

demtiiine ann£e). 


Lignes de champ 


Sue un axe 0z sons pLacies deux tharges. pnnrtuelles en A, et q s en Aj, 

A, A* 



.J 

U- 

j 

L C 1 

n 


(DC = D) '■ 
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Exencice j-w * 


1. Questions preliroinaires i 

a, Soit am charge q piacle ay point 0 de I'axe OC d'un disque Idi. Le point 0 et (e 

board du disqg^ definissent un cone de dem Wangle au sernmet a. Lalcuter te flux & » 

■+ 

travers te disque, du champ etectroitatique E cn§# par la charge q. 

Ora txprinmera q trt fonctlort des grandeurs q r aet £<> (permittivit# du vide), 

b* On revient au systorie (fl ]P et cm se place dans Le cas o£i q t * 0. Mo Hirer 
qy r i del distances « grandes » de A s et h z , ee syst#me se comporte — i La Li mite - 
ram me um charge unique 0 - g s + q 2 plae§e m bary centre 0 des points A s et A ? . r 
affectls des coefficients g 3 et q t , 

2. On cherche a determiner le reseau des Lignes de champ* A cet effiet, on repdre tout 
point M du plan ds figure par Les angles 8 t • (A^z, AjM) et m (A f z, AjM), On 
sg |i miters au demi-plan syperieus; 0 3 et pouuant varier sur IfntervaUe (0 ; n)* 





Ai Aj 


Determiner l equation d'une Ligne de champ de £ en function de q v q%, 0 3 it 0^ 

On pourra envisager separement Its domairres du plan z>z lt z K <z<z ti it 
z < z k . 

"i 

3« On suppose dans cette question que Ton a q^q £ > 0. 

a. Est-iL possible qu'une ligne de champ joignt les points A 7 et k x 7 Ddfimr un point 
particulier 1 du segment [A t Aj], 

b* Dormer une earartiristique des Lignes de champ a I'infini. 

Repr&se nter le rlseau de ligmes de champ pour q £ = 4p t et q E > Q. 

4. On prend mairrtsnartt g^j < 0 et q i > 0. Montrer que Les lignes de champ par* 
tant de A 7 soit vont I I'infini, soil rejoignent A v Determiner La valeur limite a n de 
Langte u 7 . 

Donner, poor q l = -2g s , La waleur de « 7l et tracer Le rfcseau de Mgrats de champ, 
Cammenter : on iso Lera motamment le cas ou + qr ? = 0. 


1 1. fatft S^VoiV 

Points de con rs 

« Flux du chump dlcctrostalique- 

■ Ligne de champ - Tube dc champ. 
DuiiE [ii j [Ltcinul it[ue 

■ Motion d'angLe solide. 
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.11, de <JU s i] fa\ll dotajiFell^re 


1* Un calcul integral esl envi&ageable st l'on veut Mter la notion d’amgle solid*, Cette 
demise conduit ocpendanr beaucoup plus rapidement iiu re&ultat demands 

Gtudier un iystirat de charges cn dcs points tr£s doign£s du domain® dans lequel dies 
$001 COrtfirtfSes revienl I fair® un (dwloppemcnt multipolair®, Lc premier terms cor- 
respond k la charge total* Q ■ ^ += <| 2> et 1® deuxitm* e« do type moment dipdair® : 

1* chtils du point G barycerttrt de$ points A ( { ej , > et Aj(^) j'impoic naturdlcment 

car I® moment dipolaire, d^fini scion P = , +■ pnrnd alors nnt valeur 

nulle(4j|GAj + (j 2 GA; - 0 est un® propriety du barytentre), 

2. Caractfri&r urte tiync de champ revient Lc: a caracteViscr i® lube d* champ ohtenu 
par rotation d* celt® eourb* autour dc I ' axe A]A 2 . On 6crira dors que 1® flux a t ravers 
tout* section du tub® «t on® constant* dans chaquc domain* vide de charges, Crete 
constant® sVxpri mcra simpkment & I "aide de f,, 8, et 0 2 (utiliscr a cet effet 3 'express 

sion etablte au I.) 

3* et 4, Dans les cis partkuliers envisages park suite, on aura a examiner deux possibility : 

• lignes dc champ joi grant A, ct A,, cc qui doit ctre compatible avec l'dquation etablie 
prfoidem merit ; 

* lignes d® champ d* type A 2 — * », alors on doit avoir 0, et 0, qui tendent vers une 
valeur commune 0_ (dkprfcs le Lb.): il reste a discuter 1 'existence de 0,, 

I Soluliob 


3U a, Le flux dimer tairc a tracers 1 element dc 
surface §1 est dortmf par : 

■*+ 4 

a<(> = E - 51 = E ■ n 5£ = E t 5£, 

Or £ = — £ — -i ou w - — et r = OM, 
4Jtt,,r 2 OM 



D l ob : E, = -SI 


r ■ u. 


4 ft E, r - 1 


D 
4ite 0 ^ 


Deplus: cos0= — E T = — ^ — — .cos^B = — 2 — -cos- 1 8. 

* r 1 dft£ 0 D 3 4flE 0 D J 

Et ftp s - 3— co^flftL. 

4*E ia D J 

Ptenorn «n compte la contribution des Aments d® surface shufe $ur la caumnne comprise 
entre p = CM et p ■+ dp (Uest-i-dire pour des angles de 1‘intervaUe 10 ; 0 + d0] ), 

Ditailors: ftl - 2 Tip dp, avec p c Dlan&. 
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111. Ce epa j il f aut 

* Force de Coulombs 

* Energie potent idle d interaction de deux charges ponctuelles. 

* Eneqpc potentidk d’wve charge souroise a un champ dcctrostalique cxt€rkur. 

* Loi fondanieniale de la dynamique. 

* Theoreme de I'energie m&amque. 

Hi, Ce faul coMpVeh dVe- 

t» La force agbsant stir chaque particule est la force d’interaction coulombienne : la relation 
fondamentak de la dyuamique doit permettre de relier la vitesse d’une partkule i sa. position. 

On pent ausai utilizer la conservation de Tencrgie mteanique, la force ooulombienne 
&ant conservative : il faudra, au prealable, determiner i’enei^ie potentielfe interieure 
E™ assotiee a Imkraction coulombienne entire ks deux partkulcs. 

2 . Le problem c «l analogue dans Ic ms de trois par denies. II sera n&essaste de g^ne- 
raliserl 'expression de r-.“ . 


il'j. Salutioji 


I. Une premkre m&bode consist? a appliqucr le principe de Sa dynamique a I'uik des 
deux particules. 

Pnenons co-mine axe Qbc Sa drolte passant par les positions initialed des deux parlicul« h 
I'origine 0 ttant prise au milieu du segment de longueur r 0 „ 

Le point materiel M , (particule [iri, q ], abs* 


(m„q) 


On, q) 


cisse initiate jr D =■ ^ ) est souenis k la force 


fi 


M, /. 


/, ■= f , a avec /, > 

Du fait de la symetrie, on a & chaque instant. 


OMj = x{t) et OMj = -*(/}=? s 2 jc(/>. 

Soft: /, = (L) 

C equation du mouvement de la particule M, s’&rtt alors : 

d’OM* -> _ 

""“d?" _/l 

Lx? mouvement ('effect ue done selon I’axe Ox et : 

' J I 


q‘ 

mx — — L - 




m 
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2 . * Premifcrt rtufthsKle i 
On utilise lej mimes modes de raison Element 
qti f £ Is question pnfoldenle; par raison de 
symitfie, les trail particules occupem I cha- 
qtiC instant ties positions currespoitdant aux 
sommets d’un. triamgte equilateral dont ie 
centre O reste fixe dans un r£ferentiel gali- 
teen. Considirom la particule M y , sur I’axe 

Ox : die e$l soumise aux. forces d'inreraction 
■+ ■+ 

/ 2 el /j de la part dcs particulcs M > et M_„ 


avcc /> + f\ = /• u x «/- /jCosa + ^cosa = 2/, cost* 

/3 2 

id cos a = cos JO 0 = — , d'ou : f — «/3 ■ /, - — - — - 

2 ^JiE^r 2 

»w r«$a = HM, a i* (Oest-aussi- Le point dc contours dec mediants)* 



Finalement : 


/ = 




= _JL 


& 


4 HE 


* 


4 Jt f’u ■ Sx 1 


Jl 

pj Li 

mx - f ^ x - 


La lo3 fcndamentaLe de la dynamique appliquee a la panic ule M, donne t 


4 rc£ p m ■ ;lx 2 


*(0) =s |r n eosa = ZL): 

3 b /3 


] ' 2 
- f nx 


Multipliers par x et intcprons entre les Instants 0 et t f x(0) - 0 et 

): 

_ q 2 J 3 > f J x'dt _ q 1 ^ f* u> dx" 

4M 4l x 3 x' 1 ~ lZTieJ^jc' 2 

An = jHLL_L + ^1 

6K£ 0 ml x(t) r D J 

La particules sYloigncnt indefininient t N unc de 1 autre pour atleindrc unc vitesse 
Limit c V K telle quo : 


d' oil 


V_ = 






( 7 ) 


* Seconds mitlwde : 

Comme dam La premiere question, on petM dlfinir, pour Le syst^me de$ inis particu- 
les, une Sneigie potentielle intd-rieure E™ assodee aux forces de Coulomb, 


thapitre 7 - 


£iedrmmagn^tisne i^65 


ExerCke ros 



Exercioe m ■ 


On determine E^ ,r en repreiunt un ralsonnement idenrique i celui d£veiopp£ dans le 
point cours du L La formuk (S) deviant alors : 

E fai, + 

p 4,te A J'u r m 'a / 

soir d’une mani£re plus gj£nerak : 


Mi 


:iar _ _ 1 .. V ft. 

Jp 4j[Ea^. r 


LnitiaLement, cette energie potenrielle prend la valeur : 

1.131 


E '* 1 = 


4 Jte n 


( r „ s r c)- 


La conservation de l^nergie tntamique du syskme propose entre lliulani initial et le 
moment oil b partkuSes sont infiniment daign^s, donne alors ; 


£,„ = E t + E 1? = constants' 



Soil 


V? 

T <H3 


It } 1 


et 


ce qui esl bien te resultit dejl obteim, 



$££ Potentiel de Yukawa 


On se propose de determiner Is distribution de charges qui crfee en tout point M de 
1'espace (GM = r- ?„ r = |qm|| ) cm potential electrostatique de La forme : 

V = _1_ . S = e "i 
nTIE-u f 

q etant La charge efementaire ( q = l,fi ■ 10" 15 C ) et a tine distance {o = lO -16 m )„ 

■3 

1. Determiner le diamp eLectnostatique E ( M ) en tout point M (different de L'origirte 0). 

2. CaLtuLer Le flux de ce champ A tmvers La surface d'ufie b(Me die centre 0 et dte rayon 
r, et en deduire la charge Q{r) contenue dans cette boule, 

Etudier Les eas limites t -*■ «* et r -> 0 ; queLles conclusions ptut-on en tirer ? 

3. Determiner la density de charge wLumique p(r) rtpartie dans I’espace auteur de 0, 
La distribution de charges etudfe peut eke prise comma module eleetrostatique tfun 
atome. Qv'en pensez-vous 1 
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-| Solution 


Le^uipoicntirLb V = constant? sont des spheres de centre O h cequi implique 

que It champ Ej, <]ui Icur cst orthogonal cst radial- Son expression en coordonntfes 

■+ 

spheriques. se reduira done a une seulc oomposante : E = £- u , 

Or E - — grad V aveciei V = V{r) oil r, 0 , ip sont Its coordonnces spteriques- 




Rcmarquons que E cst defini ct continu dans tout l'cspacc sauf en r = 0 on II nest 
pas d£finf. Lcs charges rcsponsables dc ce champ se reduisent done a : 

- one distribution volumique pf r) pour r>fl (une distribution surfadque dt char- 
ges provoquerait une discontinuity du champ.,.) ; 

- * event j die tnes U. * une charge poncLuelle en r = G„ 

■+ 

2. Le flu* du champ elect rostatique i i trailers la sphirc i/(0 F r) a pour expression : 

(fr = §t ■ nW 

w 

avee id E ■ a S5f = E(r)u ■ ri = E(r)Sfi 

, -* ■+ -* -f , , 

{n - u et rr - u = 1 ), 

soil $ = |E{r)Stf- 
r# 

el $ fs E(rj^fi£f (E(r) = oonsianie sur la surface ?/). 

if 

D ou $ - E(r) ■ 4ltr 2 

el en rempla^nt E( r) par son expression (cf. { I )). 



Or f d’aprts 1c rtifortme de Gauss* le flux ^ (hi champ dcctrastutiquc cst egal au, quo- 
tient par £(j de k charge contenue it I'intdleur de k surface £erm£ea trawn Laquelk* 
on a calcuk le flux : 

* - “Qi» 

*-n 

d’oii 





Exerdc# ?m * 





Exerdce iw 


■ Lignes equipolentielLes : 

ELIcs correspondent a V(M) * cslc wit r-y = ore, 

Cc wot des hyperboles dc centre 0, doxe 0*ou Oj ct d asymptotes y - ±Jlx. 


■ Lignes de champ : 

Pbur determiner les lignes de champ au vaLsinage de On calenlons le champ E associS 
a repression uppmchie ci u potential : 


E 


av 

dx 



■ x 


F - dV . + -1 l 

t r- T,~^> 2 

d'nu r^c|iun ion diffirentiellc d« lignes de champ (toutbes rangentes cn chaque point 
an chomp E ) : 

dje _ d v ^ 2 d> ~ 

T x ~ E, * m ~ 

T (J « idjf 

+■ — = 0^2 5nv+ hjf = oanstante 
y x 


son, pour In lignes de champ. 


jc y 3 — constante 


■ Representation graphique : 

Dnnruans failure de ees eonrbes ( £ quipotenl idles et lignes de champ) dans It plan xOy 
et au voiiiinage de O ten tenant cample da fait que ce Mine d«conrbe$ orthogonal^) l 



(cciuipotcnriclles en trait plein - lignes de champ en pointille). 
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■ Pmpri&ti de la function B(a): 

Le plan xOy de la spire pent ft re considfre ioiiime plan dc sym&rie. On dolt done 
avoir : 

$ + 


B(M') - -SyitilB(M)] *vec M f « Syin(M) 

Sym dfsigne {'operation de sy mftrie par rapport a ce plan. 
Soil pour Ics points de I’axt ; 

B(-*J = B{*>, 


EL en dehors de Taxe i 





■ Dficrminons Se champ B{c) : 
D'aprfs I 'expression de Biot et .Savarl, 


B(M)= -pi 


or a;Ai>MKpMaju 


Soit cn projection tttr 1 W z'z (puiHiuc Jc champ ft at porli 
par cet axe) ' 

(if a PMi • »* - YMhlu ■ ^ = PM sin 061 
v PMsine,, sun 9 r E j 

Bw * «scnP- 



et 


= 


ina soit (in ale merit, avet sin ft - — 

PM 


ni JV$irt 3 ft 

RU.) s — — iKQ 

*1 71 a 1 


Uni 

B(a) = ^sin 3 0U) 
la 


O 


;m 

0\ 


:n 
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1. Determiner,, en taut point do fespace, 

* 

['expression du champ magnetiqui 8 dins It cadre de I'hyptrthese dp solenmde infi- 
o intent long, On posera n = pm et B 0 = p p nj. 

t , Retrouver ie r4sultat precedent per application du fehlorenve d'Ampire, 

'll, Ce «[U 3 i] fauil voir 

* Regies de symfrrics. 

* Champ nnagnetique cr& par tin wknoide (models km du soknoi'de droit * infijii *), 
‘ The or erne d 'Ampere, 


-12, de efv. 3 i3 £&u| tromprejitfre 

1 . Go decomposers le sy^i^me en an ensemble de soltnoides «• emboitfs * d'‘#pai$seur 
infinitisimalcdv 

•t^. Bolulioh 

1. Pour 6e systfcnie propose,, les sym£tries restent Ses memes que celles du solenoid e 
droit infini, On a done : 

B = 

De plus, les invariances selon z et selon 0 (coordonnbes cylindriques d’axe z*z) 
impUquent : 

5 = »(!-)«,, 

On pcot aJors decomposer k .system e en solcnofdes dYpa isseur d r fl que I’on v* adni- 
leri dessokno'ides droits inhniscomportanl un nombreSn' de spires par unite de lon- 
gueur avec : 


ds 


dz 



■ Wd:i 


D'oii 


Sn f = mp 


dr i> 

R^R, 


dr* 


R.-Rj 


<n 
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Exexice m * 


Le chimp magncHiqcie assode vmt (cf. chimp crfe par un sol^noide droit « infini ») 
SB' = 0 pour r > r 0 


SB' = jl a SF9'iu, pour r < r 0 =*■ SB' = fi 0 ni 


dr„ 


R,-R, 


U soffit mainicnant dc summer l« contributions de ehaque sofcnoide 

+ + 

- A 3‘extih-Leur de tons les sot^noides, on aura done B = 0. 


■* 4 

B = 0 pour r > Rj 


Pour r < R,, tes. champs cre& par tous les solenoa'des s'ajoutent et : 


r R - dr r> ^ 

■+ 

J.,r^V’ - 

B(r < R ( ) * H a mu g 


* Pour R | < r < R„. seuUlcssoleroidcsdcrayonsupirinirircontrihucnti B, Ainsi 


ft .r^- dr^ -4 J — + 

1 ** b * MijHI b^r;^ 

D olj Ic graph? dormant I5(r 'l : 



Commentoire 

Pour r< :i . ic svst-tnir sc return bien ividemment ilim solenoid? d mil infcni Com po riant 

n-mp spires par uiiiie rfe longueur parcounw* par le con rant i. J 

■* -r 

2+ Ayanl dfmontnc que B = B(r)u. 1 r), on k pmposf d’utUiscr !e thhri^mt d'Amphe. 

■ Considi rons le contour F ■, du plan, de figure sit u^ r g Q ' ' ” t. 

dans le domain^ r < R ( . Le thtoftflW d'Amp^rt t 3 C 

i'cri t : 


<t(B) = H„i T 
> + 

'Xj(B) = circulation de B sur un contour F ; 
i T = courant traversant toute surface orient^ 

s'appuyant sur F, lei i T = 0 ct f &(B) - B(r>h, 

LVoii lit r) = B( r 

On a bipi un champ unifnrrnc, not£ pour t < R, . 


t 



|r„ 
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* On d&nontTC dc la mcme fapon que B est uni forme pour r > R 2 * Notons-le B 2 

* ComLdfrom maintenant Ic contour Tj.Ona: 

= p i; j T 

, , . _ . f-R t 

soiv, fl(r) = _ R - 

■ Le champ doit £t re contiriuen f = R, ei r = R 5 . On a been B(R,) = B a . 

It faut done que ; 

B 2 - BQ-PuJ-rr, 

It rested utiliser [argument quote champ B 2 csl nisi puisqiul peut ctrcronsidfrg cooime 
la rfcultantc dcs champs aUertewrs associfo b do * soicnoidcs erntwit^s » d'axes z*z. 
TOs Beits B 2 = 0 fiE B D * ji d hj. 



© Solenoi'de en forme de tore 

N spires sont enroutees sut un tore de section carree (cdtl de longueur o) et de rayon 
moyen R, 

Elies sont parcoumes par un meme courart h et on note <t> le fluK. total les tra versa nt. 
On supposera que It systems est invariant dans toute rotation efaxe ft (N grand „ ,}. 


t i 

i a 




t R 
z ' : 
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■ Determi nation de B(r ; 2 ): 

Le champ B esl ortho radial, et B(r ; z) est constant a r et r ftxia. Nous pouvons done 
lui apphquer k thccukmc d 'Ampere cn choisissanf, pour k contour ferme T, un ccrck 
d'axc O 2 et de ravon r contenu dans ]e plan z = conslante. 


i Point methope 

’t 

Le theoreme d’Ampcre nous indique que la circulation du champ B sur un contour 
T Fermi est egalc an produit dc p 0 {permeability du vide) par le courant algibrique 
total iytraversant route surface oricntec s’appuyamt sur I”, 

Cefficaeity de ce tbtortme repose sur la possibility dc dioisir un amtour r sur kqud le 

Calcul de la circulation rests simple. C'esl le CaS ]una|ue JeSSpncIrieH sOflt SuffiiintCS, ce 
qui correspond a noire etude el jn&tilic le chair, pour f, d'un cenele d axe Or. 

On a done : 


■ T+ 

B 5 i = Jj-jji T =? B(.r ; i) 2 kt - p fl t T 


0) 


Pluiieuri CaS peuvent it pmduire r 

- Contour T, tel que \z\ > ■■■ 

II vient i T - 0, aucim courant n slant enlace par P 9> el 
done B = 0. 

- Contour T 2 tel que \z\ < ^ et r < R-^* 

Qnaegalement pour la meme raison i T = 0 et B - 0 . 

- Contour T 3 tel quo \z\ < ^ ct r> R + |- 
Cette fob-ci, i T - 0 parcequeks diffeents courants secompensent, d'oii B - 0. 


a::s 




■? 

On en deduit que le champ magnetique B{M) est uul a Ikxterieur du tore. 


- Contour V circulate inttrkur au tore, 
it est traverse, dans le sens de t’axe O 2 , par un cou- 
rant total r T “ Ni, d'ou : 

B(r ; z)2%r = JJt 0 Nj. 

Soit un champ magnetique a I'interlear du tore 
defini par la relation : 



li = 


MqNi 

2kt 


(2) 


< r < r + ^ et \i\ < -• 
2 2 1 2 


2* Une spire est traverses par un flux tp = jj B ■ ?i 

-f — i ■+ 

Oriel n = u a et B ne depend que de r k d*o [ 1 : 


<P = 


ffdrdj _ 1 1 


2n JJ 


2x 


. ft 4 _ 1 

fi*U* 
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EMfcice m 


. . |j. 0 Njo , 

P inclement ® = in 

lit 


R + ! 




j t ?v' rrt 

Etpourletiux totnI4> = Nip = — — — - in 


2rt 


R+ - 


*-! 


(chaque spire est traverse par le 


mcmc flux <(>).. 

Le coefficient Ldctfni par C* - Lj a done pour vaieur 



r„ rti 


L = ^*] n 

R+ : 


2 It 

r-5 



L 



3. Hour K su ffisammenl grand devant a, art pent confondre dans Impression ( I ) r el R, 

En diet, ona R- - < r< R + ^ fit 1 — ^ < t + — avec ^ « t - 

2 2 2 R K, 2 K R 

5^' = {s ’ 

N 

Or 2nR represerte la * longueur / do tone » et y k norobre n dc spires par unit£ dc 
longueur Nous oliicnons dune dans ^approximation 5 <s 1 1 

Js. 


& int *pp ft nrtf 9 


El s'agit bien entendu du rfaxl tat diiiique obienu pour le&ollnoide droit dir « iidinimeni 
long », 

• p Poor obtenir wnc expression approctifr do coefficient L, dtveioppons le logarithm* : 



r R 4 - -1 


1 + — 

In 

2 

. 

= In 

2 R 


r-5 
L 2. 


1 - d 



[m\ 


ci _ ii 0 N 2 ci el K : „ n 

rt L ^ . - = p,j— ^ ■am . rt 2 ). 


2ra R 


'(2 jeR)- 


Sole 


N 


avee te - cl V ■= 2nRjfl" le vol ome du tore (poor R ?e*«t 

2*R ^ 




Commetttttires 

* Cfllc grandeur l. represents en fail le coefficient d’auto- inductance du hnhinjgc torique. 
]| o! pruprtrCiunneL au carri du numbre dc spires par unill dc longueur c9 au vulumc du, 
(ore, 

‘ On pent eonskltirer qu un sokrwTde torique dont le nyuo moyeii R ear grand devanc les 
dimensions caractfriwnt &* section constitue un model? r^alirte du «r soknold? in fin i ». Us 
effete dc bord (scion uj, ) ysonl incxistants j.aaiiiiqu'jS se refemie ssi Ivi-intnie, 


J 
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Ligne de champ 


tin sdenoide droit presents tins section gircu- 
Lain -de rayon a. Sa Longueur 21 est tres grande 
(Levant <t et il possede n spires jointives par unite 
de longueur. It est parcouiu par u ns couramt Y. 

On slmteresse I la Ligne de champ qui coupe Le 
plan 2 - 0 A urns distance r D de L'axe. ElLe res- 
ssrt en traversant la face avant du solenoids «n 
un point A.. 



1. Quelle relation simple relie r A et r 0 ? 


2. Dans Le cas ou r a est petit devant a, determiner ('expression dormant [’angle 0 A 
dsfirn par B(A)). 



i 


11 . Ce f^ut f&voir 

* Notion de tube de champ, 

4 

- B csi I flux conscnrarif. 

* Champ cr£6 par un soknoYde « infini » ; champ croc sur son axe par un solenoid* 
droit de Eongueur finie, 


.12, Ct 3V1I f^ul gGM prehJre 

1* Pour determiner line relation entre r ft et r A » on utilise ra Ee fait que He champ imgnc 
tique est i flux consemtif, La longueur du soleooide cunt tres grande devant son 
rayon, on pourra assimiler Ic champ autourdc O I cclui du sol&toTdc * infini *, II rcs- 
tera a ^valuer La (Oittpuunlf B„ d u champ Cede sur Efi disquti de rayon r A : le rhaltst 
pent s T obtenir en juxlaposant detiM soL4noide& idenliques au precedent. 

2. [.’expression de l angle 0 A n&esslie la connai&sdrtce des composantes B.(A) et B f {A) 
du champ magnetique en A. B- x ( All a ^ determine a la question pr^dente. 

On cakulera B r { A) au voisinage de I’axe f r A <K a ) en considerant un petit cylindre 

+ 

centre sur I’axe et en lui apptiquant hi propriety « B ali flux corservalif 1 . 
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Exerdee m * 


ly So]ulioh 


1* 


Point (jours 

- Urt lube df dump' esi fa iditw engen* 
dj-L-L- par lesligitesde chatnp n^ppuytnt sat 
line rnetne four be ferrule f', {cf* figure). p 

• Of Le champ magnetique possMe la 
•propriete d'etre a flux conscrvatif ce qu i £ , 
amplique : 



soil 


<KI,) = 4 m I o 


„ E-, et 1 2 Itauf orlenties de la iruime manitre. 


■ Considcrons done la portion dc tube dc champ dflimitce par tes disques D 0 (centre 
O, rayon r 0 ), P sV (centre O', rayon r A ) et par la surface latirak obtenue cn faisant 
tourncr la ligne dc champ FA stitour de law OO' 



ITaprcs ce qui precede, nous avons ; 

4>(I 0 ) = <&(%> (1) 

Or la section 2=0 e&t tres eloipfe des bords du solfnoide (en eomparakon ii la 
dimension transversal j ' ls» «). II est ainsi legitime de fibre Fapproximation 
•+ ^ 

B(z = 0 ; r) °* p n r;iu, (champ du soknoftie dit * infini * ). 

Cainmentairff 


Sut fast,. Oil ii 


B(z ; 0 ) = ^“(cos 0 | - C( 5 S 0 2 J. 


Or ensfl, = 
et eoMJ, - 


|T — z 


4u 2 + 0-z)' 

i + i 

,jti- ■■* {1 4 zj- 



Puur i = 0 , iivicin : B(U ; 0 > = 




= Pr.Pir 


" 4 ai + 1 ■ 

Oil a hien B(0 ; 0) = + ii ( jj - p n Fii poor a 1 


(■♦sr 


j 
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Soil ®(I 0 ) = Bi D m )■ rerj { 2 } 
quant j 0 {£ 0 -), it sksprime scion : 

<PiI 0 )=f} B-^SI. 

— > *4 + — t 

Or «„■ = «j et B • u Q - - B..( ^ [ r) 

dou : = Jjj, >M r o' ; r)$Z. 

soil encore : 

<t>(EoO ^ f^U^y f^Tlrdr. ( 3 ) 

J o 




Pour ^valuer ■ r )» ® n pent faLre la 

remarque suivante : associons deux sotenoKdes identiques au precedent en les plaint 
bout a bout [cf. figure ci-dessoush 


" ■ 

— 



— 

7 / 

F 


tS.) 


O' 

fSj> 

// 


Le soMnoi'tk S t cree en A k champ B." , le solenoide S 2 

It champ K! , Ces champs soul contcn us dans k plan 
ckfiniparOL: et O f A, et ilssont symetriques par rap- 
port a A' 2 , De plus., on a Bj, - B" . ~ B,( r) grandeur 
■que i'on cherche h determiner. 



Or I association dc S, et S 2 conslilue un solenoid? etc 

rayon a et dc longucurdl dont O' esl le centre r On pent done admettre avec une excel’ 
Icnlc approximation (i ?S> a ) que : 


^s,gs, CM - 

Soitpuisque B &|U5 j (A) = B| + Bj - 2B,(v ; r)u , . 
Et 


(O 


, , , , , i U D nf r r ,v 

Liquation (13 devienl 3 avec( 2 ) n ( 3 ) et ( 4 ) : lt c m'Jtr e = — 2 srdr 

2 


. i Mo" J i 
ciMoHisro - 


— ^“ r u 


( 5 ) pour J » a. 


aterial 
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Exerdce 715 * 


On rappeUe qut $ etant urn point fix#, on a : 

grad | LiUSH)| = |£- 

On exprwera <b en fonttion- de [% Ij, I 2 et des distances AM et A'M, 

On pourra prendre <I> - 0 poyr AM = A'M = 1, 

b. Comment peyt-on dffinir ^implement les Lignes de champ I partir d# la forctior $ ? 

Montrer qu'il est possible de relief be problems efcudie I un problem® d'electrostatlqus 
que ton piedsera. 

c. On se propose d'ltudier t# champ B tn des points du plan *Qy tri$ iLojgnes de A 
et A'. On sy ppose done quo MA et M A' » AA' P Faire on divetappement du potentiel 
(tv Erl deduire que Ton a : 

B{ M ) = u. a ^2(1, + {O' point dy segment AA'). 

tTi O M* 

Comment faut-il thoiisir O' poor que cette approximation sort La mmLLeure possible ? 
Que devkrt ce point poor I, = I 2 ? 

B. On revient au cas ou I, = I 2 = I > 0 et on superpose ao syst£me precedent on 
— * 

champ uniform? perpendkuLaine A it, . On ebfcient It rfiseau de lignes de champ 
represent!: sur tes figures ci-dessous ; 



la figure 3- est un « toom » de La figure 2 , 

luI 

Les figures 2 et 3 correspondent A Bg * 0,fl- 


1. a. Coromenter ces «c cartes & de Lignes de diamp. On prerisera La direction et Le 
— ► 

sens de Bg. 

b. Donner ('expression du nouveau poterrtiel 
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2. Nettie qualiitativemeint ert evidence deux Isgnes parti culi&res l< et L' et: itudier 
leur existence ; on cherchera a determiner Its ordonnles dts points {('intersection de 
L c et L' c avec t'axe Oy, En diduriri unt vs leur critique B c de 

3- On suppose : 8 0 > B i; . Etudier rapidement ks variations de B(y) poury > 0. 
Dormer failure des lignes de champ. 


Solution 


A. 1. a. ■ Proprieties de sy metrics : 

* Le plan xOy est plan d’anli&ymfrrie de la dis- 
tribution decourants, Le champ magnfrique au 
point M de ee plan y est done contemi : 

+ .. , -> , — i ► 

B( M ) = B,t * ; y ) u , + B,{ x ; y) i , y . 

Le champ ne depend pas de z puisque k systems 
eat diva. riant par translation selon u .. 



■ D'autrepart, dansle cas oQ l l =? 1 2 1 k planyOzest plandesymetrie, 11 en resulte que : 
- le champ stir I'ase y*y esl perptndiculatre a cel axe : 

BW ,y) = fiyU, ; 


- En deux points symtiriques N e( N J du plan xO>\ on a : 

f t(N') = — Sym [B(N1 ]- 



* Enfin, on peut constdeier que le plan xOz cst Element plan de symetrk. Le champ 

+ 

II est done, stir I’aite x% perpendicuiaire d cel axe, el en deux points S et S' du plan 
jeOy synktriques par rapport a Ox, on a : 
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A. 1* b. * Au voisinage de A (respectivement de A' ), I’mfiuence d u fil traversal le plan 
xOy eft A ( respect IvemerLt m A'} est preponderant et on aura de* lignes de champ 
entourant A . ( respectlvement A'). 

* Loin deAcr A' {pour MO » AA'), oft doit retrouver des lignes de champ quasi cir- 
uihircs ccnlrfes en un point G do segment AA' (pour \ t * I 2N on n'a plus 9a jym&rie 
prto6dcnttcr k point G me sc confond plus jhw k point 0-- On verra dam U partfe 2 
qu’il s'agit en fait du baryeentre de A ( 1 5 } et A '{ fj) , . , ) . 


- IJ exist e done* une ligne critique constitute de deux lobes dissymtirique* se rejoi- 
gnant en un point: C de champ nuL On a : 


3(0 


~ In, AC A'cJ r 


C cst dlfintsdon (Ce [AA'1) : 

CA # _ h 

ca ■ n 

Pour Ij = 11 v css correspcmdant a la figure 
d-dessous, 31 vient : 



CA = 2CA' =s AC - 2CA' =j OC - OA ■ 2{OA r - OQ 
d fc oit : 30C =■ OA +■ 20A' ^ OC - 5^ 0,5 + 2 x 0,5) = - pour QA' = AO - 



On a pris : 

* AO = QA* = 0 h 5, 

• [ t = 2 J 2 > 0 . 


Common taire 


Lcs lipis de champ restent symilrLqucs par rapport I Out. mak la symetrie par rapport a 
O^es! perdue (I| * [j). 
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A, 2. a» Le champ B crW dans le plan xOy par l« deux fils droits tsl donni par : 


B(M) = 


PijI | u g ( A l p-i Ij u A ) 


2m AM 2% A'M 
vcctcur unilairc dircttemcnt pcrpcndiculairc au vcctcor AM. 



Or ji e {A) = u t A ij r (A) 

r iTjp.A) -► AMiT(A) _► 
S„, ™ = u ^-_ = 

Fiimlenui^noui obtenons ; 


N-ti — ► 

BfM) - — u E a 


AM + I A^l 


* m 1 1 a'm 2 


AM 


Et d’apres If lexte.A ct A' ctant des points fixes du plan xQy* — — - gradj In(AM)] 

AM* 

fi A^r; " gmd|]ri(A'M)|, 

AM* 

L>'oij : B-( M ) = t> * /- | grad ( In ( AM ) } + grad ( ln{ A'M ) ) |. 

■* —i ► 

Soit : Ilf M ) = it . a graded M ) avet ; 


<D(MJ = + 

2 J r 2 Jt 


A. 2. b. ComidiErem dins le plan xOy une ligjie 

fl.|U8-Cb. 

Oita Bf M ) = ^ rtgraiW(M). 

■— fr ^ 

lx L vedeur F.' = gj-adtW M ) est normal en M i 

la ligne cqui-^ Le veetcur wt a grad€>(M) cst 
done tangent a certc lignc. 


Y j 

1 E(M) . V 4* 


Af\ 



0 

X 


1 cn rests he qtie ks lignesde champ (de B } sc confondcnr 
avec les * equipotentidks » <3> - cste, 
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Camm&ntairc 


C'csl aLdii qu’cm a pu tracer amr ordmateur, les fiusccaux de Ifgnrs de champ. .. 



On peut ^lemeM remarque* quece potenlid es.t * nnilogu« * I cdui obtenu dans itn 
problfrme d’dedrostalique pour un system* de tku% fiU unifomtement charge (den- 
sity liiteiquesJ*, et X t ). Us fils sent paralliles a u . et passer* par A <i A', 


D'aprts !e theoreme de Gauss applique k chaque fi.l„ pris separemenE h on aurait : 



Au champ £,. on associe Ic potentid llectrottatique V,(M) tel qite ( symmetric 
Cylhdrique) : 




dv,_* 

{-¥ AM -v 

Soil 

E i - 

dV, 

— u r 
dr, r * 

i _ *i 1 

" 2*t 0 r, 

K 

h = AM! 

-It 

(r, = AM) 

et 

V , * 

- r^-ln r 6 
2H£ (I 

(+ cstej'. 


Lcs equipment id Vs, pour Ic problems dcs deux fils charges, sent d4fini.es, dans le plan 
aO>, par : 

l, t k, ( , 

— J-ln[AM)-H-^ln{AM) = cste- 

Quant aux 6 quipo(cntieLlcs du probliime reel ( 4 > = cste), elb correspondent ei : 

^ In ( AM ) + ^ In { A ' M } = cste. 

D ou 


— © 

h@_ 


— — ■ 

A 

A" 

A 

A # 

fil chaf‘d 

fit charge 

fil parcouru 

fil parcouru 

1, 


par 1 1 

P* rI l 

iquipotenhdlcs 

■# 

ligncs de champ dc B 

py s 
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Exerdce jis ■ 




ixtreice ns 


t 


A, 2, & On $«ppu» mamteriarti que O' M » AA', 
O' ctanl nr point dn segment AA'. 

Faisons alms un deweloppeniertl! liisiiro du potCTh 

licL ; 

<fc = ~ - 1 n ( AM > + ~ lit f A'M ) 

sis M iil 71 


M,:, [ 


Pd 1 ; 


O = In ( AM )+— In (A'M ) = O.+d*,, 

in is 



Or ( AM ) = (O' M - O' A) = O ' M - 2 O' A O ' M + O ' A 

OM' OM ! 


D'oii <b. - 


lV]j 

4 s 


hl0^^1 n{l- 20 '4- 0 ' M .°' A 


O'M 2 


o'M J 


cl 




wit: 4>» g(I,+MMO'M) - ^ •U.O^O'A*) + - 

*P„ <Pk 

tp u correspond rail, pour le problime dklazlrostatique, j un iii droit de trace Q' dans le 
plan xOy. Pour le probtfrme riel, il s’agit d'un fil droit parooum par le courant l t ♦ l 2 i 
sera it associc a un rerme dipolaire lineique.. r i 
«J> se r£duit d'uutanl plus vile it tp d que <ip M esl mil, e'est-i'dire que le point O' est dioisi 
Je telle sorte que : 

1,0^ + U&A' = 0 

Inlmdmsons le Iwirycentre C« dcs points A( 1,1 ei A J ( I , ) : 


(I, +l,)0'G = I jO'A + IjO'A' ( I, + 1 j * 0 ki done G raistc biw), 

d'ou O'G * 0 el O' se Confand avee G. 

II eft result c que, sufiisamifteni loin de A «i A\ ks lignes- de champ $e * oonlbndent * 
avec des cercles de centre G, 


□ Jin „ GM 


- dans le cas ou I , = I 2 , G s’identific au point 0 oc qua esl normal (symktrie) ; 

- pour 1, - 2 It, on a : 

1G A + GA' - 0 =* U OA - DC) + (OA' - OG) - 0 et JOG - 20A + OA 7 

etpour OA' * 0,5 = -OA, OG » -■ (le point G est sy met riquede C...), 

6 
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B. 1, 4, * SufFUacnment loin dcs points A el A J h les chsimps erift's par lei fils droits vonl 
— £ 

devenir negiigcables dcvant B 0 ; les ligncs de champ doivent afore quasi ment se eon- 

—+ 

fondre avec des droites paralleled a La direction de B 0 . 

La figure 2 nous indtque aJors que le champ B 0 est parallels a I’axe Os, 

Efl = ^D JJ ji' 

■“+ 

* D autre part, pour J, = I 2 el B 0 = B a n jn 1e plan yOz reste un plan syrndtrie : 

- les lign.es de champ coupent Vaxe y'ya angle droit ; 

- les lign.es. de champ sont syrnftriques par rapport a y'y. 

Cc qw loo observe bien sur la figure 2, 

— t 

Evidemment Inexistence du champ B tt = B d tr v detrail la symetrie par rapport a x'x. 
Mils changer B 0 en - B fJ reviendrait A faire, pour ce qui est du trace des lignes de 
champs une symetrie par rapport a x'x. 

On passe dW figure i I’autrc par une simple rotation de h amour de Or : 



Enfin, iJ est i noier que pour I , = l t - l a > 0, on a Lei B Ll > 0. POurs'enconvatncre, il sufi 
fit de prendre en compte la ligne de champ qui coupe Ease Os en un point N tel que 
ON > OA'. 



Bi 2 est k champ ered par les deux fils drolls. 

■4 — ► * 

B. 1. b*On « : B' = B, a (M) + 

oil B , >( M J =? u z a grad*!? avec 4> = ^ { 1 1 In ( AM ) ■+ E 2 In £ A'M ) } „ 

— » -i- —t ~t — 

De plus : B„ = B p w, = u ; a (-%uJ = v, a grad(-B fl y). 


Chapitre 7 - Elect! jn-ay flttisriM 




Titrcs dlisponifales en premiere annet darts la filler* MPSL.. 


in Phy**qa* 

Optlque WFSI-fCSt-mi 
Mttirtlqur MPSl 
Electro.- mPTityit MPSl 
Elec tromagoeti sine MPSi 
■nhermoPyiHifuque MP$I 

En Chimir 

ChlnwttWI 


Eh MathcmThqiMs 
Ar.aly« top'll 

a gebre el geametnp tofil 

livm {f'ritfrticn 
V.4<hem4Mquei WP$» 
Pfiy(*qut! MP5J 


LES NOUVEAUX 

Precis 

B R E A L 


Une collection tenant comp+e de vos besoms et de vos 
contramtes t con^ue pour s'entramer efficace merit et 
progresser tout au long de I’annee, 

Des exercices varies, classes par theme et de difficult? progressive, 
couvrent la total ite du programme, 

Des solutions entieremevit rgdigees detail lent \ ' ensemble des 
methodes et des raisonnements a cormaTtre en premiere anrree. 

De nombretix co m mental res enrichissenf les ccmges dastuces, 
de comeils et ^explications supplemental. 

Les Nouvea ux Precis Breal sont la collection de reference pour 
reussir sa prepa et integrer une grande ecofe d'ingenieurs. 


Ref. : 309. Q35t • tSBM : 976 J 9*19> 96; 9 
wwiw. edition*- brt*| . fr 



